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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Mengen und Aussagen

Definition 1.1. Seien A und B Mengen.
e Teilmenge B C A bedeutet: jedes Element von B ist auch Element von A
B ist eine Teilmenge von A; bsp.: N C Z
¢ Mengengleichheit Zwei Mengen A und B sind gleich, wenn A C B und B C A.

e Strikte Teilmenge B ist eine strikte Teilmenge von A, wenn es ein Elemnt a € A
gibt, mit a ¢ B.

e Leere Menge oder Nullmenge"() enthilt keine Elemente.
Es gilt konventionsgemif @) € A fiir alle Mengen A

e Vereinigung von Aund B: AUB:={a|a€ Aoderac B}
e Durchschnitt von Aund B: ANB:={a|a€ Aunda€ B}
¢ Differenz von Aund B: A\B:={a|a€Aunda¢ B}

¢ Produktmenge: A x B:={ (a,b) |a€ Aund be B }

e Disjunkte Mengen A und B sind disjunkt, falls gilt: ANB =0

Bemerkung 1.2. Das ODER im mathematischen Sinne bedeutet das einschliefliche oder und
nicht das entweder oder.
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1.2 Wahrheitstabellen

Definition 1.3. Seien V und E Aussagen.
Eine Aussage ist ein Satz, von dem eindeutig feststeht, ob er wahr oder falsch ist.

e UND und ODER Man definiere die Verkniipfungen UND A und ODER V wie folgt:

V|E|Vund E | Voder E
w w

=

w
w f
f f
f f

w
w
f

e Negation Man definiere die NICHT-Verkniipfung wie folgt:

V|-V
w f
f w

e Implikation Wenn V gilt, gilt auch £. Man sagt: V ist hinreichende Bedingung fiir
E, oder die Voraussetzungen von V sind hinreichend fiir die Giiltigkeit von FE. Die
Giiltigkeit von F ist notwendig fiir die Giiltigkeit von V', oder die Ungiiltigkeit von FE
impliziert die Ungiiltigkeit von V. Es gilt: V' = FE ist wahr, falls -V oder E wahr

ist.
V‘E‘V=>E
w|w w
w | f f

f w A4
f f w

o Aquivalenz Man definiere die Aquivalenzrelation V < FE als:
Ve EstehtfirV —= Fund E = V.
v ‘ E ‘ VeFE

W

W

f
f
w

- E o E

w
f
f

Definition 1.4 (Quantoren). Man definiere folgende Quantoren:

e YV Allquantor, also als: fiir alle.

e 7 Existenzquantor, also als: es existiert ein.

e ! als: es existiert genau ein a.

Bemerkung 1.5. Hiufig hilft es Aussagen zu negieren. Hierbei gelten folgende Regeln (kénnen
mithilfe von WT gezeigt werden):

e -(Vae A:V(a)) & (ac A:-V(a))
e ~(Jac€A:V(a) e (Vae A:=V(a))



6 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN
Bemerkung 1.6 (Kontraposition). Zwei weitere Hilfsmittel:

o (V = E)& (-F = V)
o V&E)e (RE<-V)

Bemerkung 1.7. Zu Quantoren:

e Quantoren miissen immer angegeben werden.

e Die Reihenfolge der Quantoren ist essentiell.
Bsp.: T := Menge aller Topfe, D := Menge aller Deckel, V(a,b) = Deckel b passt auf Topf
a.

Ya €T :3be€ D:V(a,b) ist vermutlich wahr,

dbe D :VaeT:V(a,b)ist vermutlich falsch.

1.3 Abbildungen

Definition 1.8 (Abbildungen). Seien A, B Mengen. Eine Abbildung f zwischen A und B
f A — Bist eine Vorschrift, die jedem Element a € A genau ein Element b € B zugeordnet.
Hierbei nenne man A Definitionsmenge von f und B Wertemenge von f.

Definition 1.9 (Folgen). Zahlenfolgen sind Abbildungen a : N — R. Schreibweise: statt
a(n) wird a,, und statt a : N — R wird (a,)nen geschrieben.

Definition 1.10 (injektiv, surjektiv, bijektiv). Es sei f : A — B eine Abbildung.
e Abbildung f heifst injektiv, wenn gilt:
Vay,az € A: f(a1) = f(a2) = a1 = as.

e Abbildung f heifit surjektiv wenn gilt:

VoeB:3Ja€ A:b= f(a).

e Abbildung f heifit bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

Beispiel 1.11. Es sei f eine Abbildung: f : R - R, z + sin(z). Dann ist f weder injektiv,
noch surjektiv.
Jedoch ist f: R — [—1,1], z — sin(x) surjektiv, aber nicht injektiv.

Und f:[-2, 2

5 5] — [=1,1], x +> sin(x) ist injektiv und surjektiv, also bijektiv.

Definition 1.12 (Bild). Das Bild von A; (unter f):

flA1))={f(a) |ace Ay }={beB|Jac A :b=f(a)}




1.3. ABBILDUNGEN

Definition 1.13 (Urbild). Das Urbild von B; (unter f):

f7'B1) :={al| fla)eBy }C A

Definition 1.14 (Inverse). Zu einer bijektiven Abbildung existiert eine sogenannte Um-
kehrabbildung, auch Inverse, die ebenfalls bijektiv ist:

f':B—=Amita=f1b) :& b= f(a)

Bemerkung 1.15. Nur bijektive Abbildung besitzen Inverse.
Die Notation f~1(B) hat zwei Bedeutungen:

e Urbild von B unter f

e Bild von B unter f~!

Das Urbild ist also fiir beliebige Abbildungen definiert

Definition 1.16 (Komposition von Abbildungen). Es sein f : A - Bund g : B —» C
Abbildungen. Dann sei:

gof:A—=C, (gof)la):=g(f(a))

Man sagt: g o f heifst g komponiert f.

Definition 1.17 (Morphismen). Seien A und B Mengen mit einer gewissen Operation &4
bzw. @p, z.B. Addition, Multiplikation.
Die Abbildung f : A — B heifit homomorph (strukturerhaltend ), wenn gilt:

Vai,a2 € A: f(a1 @aaz2) = f(ar) ®a f(az)

Ein bijektiver Homomorphismus heifst Isomorphismus.

Definition 1.18 (Aquivalenzrelation). Aquivalenzrelation auf eine Menge A ist eine Bezie-
hung a ~ b zwischen Elementen von A mit Eigenschaften

e Ry (Relation)fiir Va,b € A gilt entweder a ~ b oder a = b

o Ry(Reflexivitét) a ~a

e R3(Symmetrie) a~b = b~a

e Ry(Transitivitit) a ~bund b~c = a~c

Definition 1.19 (Aquival.(.enzklasse). [a] :={beA|b~a}
a heiflt Reprasentant der Aquivalenzklasse [a).

Beispiel 1.20. N x N
Man definiere folgende Aquivalenzrelation:

(nym)~ ' ,m):en+m =n"+men—m=n"—m
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R; und Rs sind offenbar erfiillt.

Rsn+m' =n"+m = (n/,m') ~(n,m)

Ry (n,m) ~ (n/,m') und (n’,m’) ~ (n",m") gilt:

(n/+m/)+m//: (n/+m)+m//: (n/+m//)+m: (m/+n//)+m
= n+m’"=n"4+m = (n,m) ~ (n’,m")

Die zugehorigen Aquivalenzklassen bestehen aus allen Paaren natiirlicher Zahlen mit gleicher
Differenz.

1.4 Vollstindige Induktion

Beispiel 1.21. Betrachte die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen. Es gilt:
1)

Beweis. Induktionsanfang fiir n = 1:

1
Zk 1;2) - 1.

k=1
Induktionsschritt
n+1
n(n+1) nn+1)+2n+2 nm+1)(n+2)
Zk—Zk—i—n—&-l—T—Fn—&-l: 5 = 5 .
k=1
O
Definition 1.22. Seien m,n € Nym <n
Uy Gt 1y - -5 0n € R, Dann ay, + amy1 + ... + ap = Zzzm ak. Falls m > n, dann
Zzzm ap = 0

Beispiel 1.23. Definiere rekursiv fiir € R: 2° := 1 und 2"t! := z - 2™, n € Ny Betrachte
n
Zxk =l4z+22+234+2*+.. . +2",zeR.
k=0

Dann heifit
n n+1

11—z
Zxk: 1—-=z

k=0

geometrische Summenformel.

Beweis. Induktionsanfang fiir n = 1:

l4p= (1+2)(1—2) _ 171‘2'
1—x 1—2z

Induktionsschritt: n — n + 1
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n+1 n
Y IEED SENTS
n=0 k=0
_ 1—gntt gt _ 1—gntt N (1 — ) (z™+Y) _ 1—gnt?
1—x 1—x 1—x 1—x
O
Alternativbeweis mit Teleskop-Summe.
l—a"l=1l—a4ao—a’+22—. . —2"+a" —g"H!
n n+1
Y S
k=0 k=1
n n
I o
k=0 k=0
n n
I
k=0 k=0
n
=(1-x) Z z",
k=0
O

Als Anwendung der geometrischen Summenformel ergeben sich niitzliche Formeln, z.B. Va, b € R
und n € N gilt:

n—1
a — b = ((l _ b) Z an—l—kbk
k=0

Beweis. Fir a =0 und a = b stimmt die Formel offenbar.
Betrachte geometrische Reihe mit @ := 2 5 1

1- <Z)H1x"(1x)imk(12)§(z>k ‘~a”

k=0 k=0
n—1 n—1
= a"=-0"=(a—0) Z va ka1 = (a—b) Z an kR,
k=0 k=0
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1.5 Elemente der Kombinatorik
Fir n € N ist die Fakultat n! rekursiv definiert durch:

M:=1TundVn e N: (n+ 1) =nl(n+1).

Per Definition 0! :=1

Satz 1.24 (Permutationen). Die Anzahl aller Anordnungen (oder Permutationen) von n €
N Elementen ist n!.

Beweis. Induktionsanfang:

n = 1: Eine Anordnung 1
n = 2: Zwei Anordnungen 12, 21

Induktionsschritt n — n-+1: Anzahl von Anordnungen der Elemente 1,...,n + 1, die das Element
(n+1) auf Platz 1 hat bei beliebiger Anordnung der anderen Elemente nach Induktionsannahme
ist n!. Fiir jedes der n+ 1 Plétze ergeben sich wieder n! Anordnungen, d.h. insgesamt: n!(n+1) =
(n+1)! O

Definition 1.25 (Binomialkoeffizient). Fiir n, k € Ny definieren wir:

n>k>1: (Z) — nn—1)...(n—k+1)

k!
n
o (1) =1

(Z) ist die Anzahl der k-Elementigen Teilmengen einer n-Elementigen Menge, z.B.: Lotto
() = 13.983.816.

(n) _nmn-1)...(n—k+1)
k!
~nn—1)...(n—k+1)(n—k)
El(n — k)!

- k!(nni DI (ﬂk)

Es folgt (8) =1, (Z) =1, (Tll) = (n’_ll) =n,Vn € N.

Lemma 1.26. Fiir n,k € N mit 0 < k < n gilt:

HE R
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Beuweis.
n—1 n—1y m-1)n-2)..n-1-(k-1)+1) m-1)n-2)...(n—1-k+1)
(k1)+( k )‘ & 1) + k= 1)k
n=1)...(n—k+1)(k+n—k
N k!
~nn—-1)...n—k+1) (n
N k! <k)

Bemerkung 1.27. Mit Hilfe der Rekursionsformel
n\ (n-—1 " n—1
k) \k—-1 k)
n+1 n n
= + .
() =)+ ()

berechnet man die Binomialkoeffizienten explizit, auch bekannt als ,,Pascalsches Dreieck”.

bzw

Satz 1.28 (Binomische Formel). Fiir a,b € R und n € N gilt:

(a+b)" = zn: (Z) a™ ok,

k=0

(a+b)" = (8>a” + G)a"—lbjt o+ (nﬁ 1)ab"—1 + (Z) b

Beweis durch Induktion. Induktionsanfang n = 1:

1 1
a+b= <O>a+(1>b—1a+lb.

Annahme: Die Formel gilt fiir ein n > 1

bzw.

Induktionsschritt: n —n +1

(a + b)”Jrl =(a+b)(a+b)"

_ n n n n—1 n n—1 n n
—(a-i-b)((o)a +<1>a b+...+<n_1>ab +<n)b)
_ n n+1 n n n 21n—1 n n
= (O>a +<1)a b+...+<n_1>ab +<n)ab
+ <n)a"b+ <n>a"1b2 +...+ < " )ab" + <n>b”“
0 1 n—1 n
:("+1)a"+1+(n+1)a"b+...+<n+1>ab”+(n+1>b"+1.
0 1 n n+1
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1.6 Grundlegendes tliber Zahlenmengen

N ={1,2,3,...} natiirliche Zahlen.

Auf N sind die arithmetischen Operationen ,+” (Addition) und ,,-” (Multiplikation) definiert.
Fiir diese gelten u.a. die Regeln:

n+m=m+nbzw.n-m=m-n Kommutativitit
(n+m)+k=n+(m+k)bzw. (n-m)-k=n-(m-k) Assoziativitat
n+m)-k=n-k+m-k Distributivitét

Subtraktion und Division sind nicht fiir alle Paare der natiirlichen Zahlen definiert (1—2 ¢ N, % &
N), d.h. die natiirlichen Zahlen sind beziiglich der Subtraktion und Division ,unvollstdndig”. Dies
bedeutet, dass fiir n,m € N z.B.: die Gleichung

n+xr=m
nicht immer I6sbar ist.
Deshalb werden die natiirlichen Zahlen zu den ganzen Zahlen erweitert.
Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} ganze Zahlen.
In Z hat die Gleichung n + x = m die (eindeutige) Losung: x = m —n € Z.

Z ist vollstandig beziiglich der Subtraktion aber unvollstindig beziiglich der Division, d.h. fiir
beliebige b,y € Z, b # 0, ist die ,lineare” Gleichung b-x = y nicht immer durch ein z € Z lésbar.

Diese Beschrinkung wird durch die Einfiihrung der rationalen Zahlen behoben:

@:{fwez,seN}.

S

Die Menge Q ist vollsténdig beziiglich der vier elementaren arithmetischen Operationen (bis auf
die unzuldssige Division durch Null).

_r u . Tvtu-s
a+b= s + v sv
r u a—b = T=ws
a=—-,b=—-—€Q= s
s v a-b =
sV
a _rw
b T osu

Q bildet mit der Operation ,,+” und ,,-” einen , Korper”.

1.7 Was ist ein Korper?

Sei K eine Menge mit Operationen ,,+” und ,,-”.

Operation ,,+” erfiillt die Axiome der Addition

(A1) Kommutativitit Va,be K:a+b=b+a

(A2) Assoziativitdt Va,b,c€ K: (a+b)+c=a+ (b+c¢)
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(A3) Neutrales Element 30 € K:Vae K:a+0=a
(A4) Additives Inverses Va € K: 3—a € K:a+ (—a) =0

Operation ,,-” erfiillt die Axiome der Multiplikation

M1
M2

(M1) Kommutativitét Va,be K:a-b=b-a

(M2)

(M3) Neutrales Element 31 € K\ {0} =: K*:Va€e K:a-1=a
(M4)

Assoziativitat Va,b,c€ K: (a-b)-c=a-(b-c)

M4) Additives Inverses Va € K: Ja ' €e K:a-a 1 =1

Zusétzlich erfiillen ,,+” und ,,”” die Distributivitéat (D):
Va,b,ce K :a-(b+c¢)=a-b+a-c

Definition 1.29 (Korper). Eine Menge K mit Operationen ,+” und ,- 7 (K, +, -) die
Axiome Al1-A4, M1-M4 und D erfiillt, heifst Korper.

Beispiel 1.30. (Q, +, -) ist ein Kérper
(Z, +, - ) ist kein Korper

Definition 1.31 (Angeordneter Korper). Sei (K, +,) ein Korper. Es 3p C K eine Teil-
menge, die Axiome erfiillt:
1. V € K gilt genau eine der folgenden Aussagen:

(a) a€eP
(b) a=0
(¢) —ae P

2. Aus a > 0 und auch b > 0 folgt: a+b>0und a-b >0

Dann heifit (K, +, -, >) angeordneter Korper.

Definition 1.32 (Positivitit). Sei (K, +, -, >) ein angeordneter Korper. a € K heifit positiv
falls @ > 0. @ € K heift negativ falls a < 0.

Kt :={a€ K |a>0}.
K~ :={ae K|a<0}.

Ordnungsrelation fiir a,b € K

a<b <= b—acK"
b>a:< a<b
a<b:<— a<bAa=0b
b>a:<= a<b
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Fiir je zwei a € K,b € K gilt genau eine der Relationen a < b,a = b,a > b.

Es gelten folgende Regeln:

e a<bb<c = a< c Transitivitit
e a<b= a+c<b+ccekK
ea<b=—=a-c<b-ccc Kt

e a>bb>a << a="D
1

e a<ba>0b>0 < 1>4

Beispiel 1.33 (Positivitit auf Q).

Q+::{a€Q\a:§,r,seN}.

Definition 1.34 (Absolutbetrag). Sei (K, +,-,> ein angeordneter Kérper Dann ist

a fira>0
la| ;=40 fiira=0.

—a fira<O0

eine Abbildung | - |: K — K mit den Eigenschaften:

¢ |a| =0 <= a =0 (Definitheit)

e |ab| = |a||b| (Multiplikativitét)

e |a+b| < |a| + |b| (Dreiecksungleichung)

Beuweis der Dreiecksungleichung. Beobachtung: +a <l|a|] = a+b<|a|+ )] = —(a+b) <
la] + [0] O

Es folgt aus den Eigenschaften:

¢ la—b=0 = a=b

o —d =1al

o |8l =fhb#0

e |la]—|b]| < |a—b| (folgt aus: |a] = |a—b+b| < |a—b|+|b| und |b] = |b—a+a| < |b—a|+]a|)

Satz 1.35 (Dezimalbruchdarstellung). Jede rationale Zahl @ besitzt eine endliche oder
periodische Dezimalbruchdarstellung der Form:

a=4(ag+0,dy...ds): = azi(ao—l—de-lO_k).
k=1

bzw.
a = :l:(ao + 0, d1 ‘o dsd8+1 ‘o dSth).
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ag € No,dy...ds € {0,1,...,9} Ziffern

Umgekehrt stellt jede Dezimalbruchzerlegung dieser Art eine rationale Zahl dar.
Hier: bei periodischen Dezimalbriichen ist die Periode 9 nicht zugelassen:

ag,dy ... dk—ldk§ =ag+0,dq.. .dk(dk + ].),dk < 9.

Beweis. Siehe Lehrbuch O



Kapitel 2

Die Reellen Zahlen

2.1 Von den rationalen Zahlen zu den reellen Zahlen

Lemma 2.1 (Trrationalitéit der Quadratwurzel). Die quadratische Gleichung z? = 2 besitzt
keine rationale Losung.

Beweis durch Widerspruch. Angenommen: Es existiert eine rationale Losung

zi=v2=".
s
mit Zahlen r € Z und s € N.
0.B.d.A. (Ohne Beschriankung der Allgemeinheit) nehmen wir an, dass r und s teilerfremd sind.

Dann gilt: 7 # 0 und r? = 2s? und $r? = s2. Also muss r? und auch r gerade sein, denn

(2n+1)% = 4n® + 4n + 1 ungerade (Kontraposition). Damit sind auch 172 gerade und s? gerade.

Aber wegen Teilerfremdheit konnen r? und s? nicht beide durch zwei teilbar sein. = Wider-
spruch zur Annahme O

Bemerkung 2.2. Allgemeiner: ,quadratische” Gleichung
a+br+cx?=0.
ist nicht fiir beliebig gewahlte a, b, c € Q durch ein x € Q losbar.
Bemerkung 2.3 (Beweisarten). Direkter Beweeis:
F = F = FE = ... = E, = V.

Indirekter Beweis: Zeigen E und =V immer falsch. Da F immer wahr ist, muss =V falsch sein.
Da =V falsch ist, ist V' wahr.

Ziel: Konstruiere rationale Zahlen, welche die Gleichung 22 = 2 mit zunehmender Genauigkeit
erfiillen, z.B. rekursiv durch Einschliefung mit Hilfe von Dezimalbriichen.

Wir nutzen die Eigenschaft: a,b > 0 und a? < b> = a < b, folgt aus:

v’ —a®>=(b—a)(b+a),(b+a>0).

16



2.1. VON DEN RATIONALEN ZAHLEN ZU DEN REELLEN ZAHLEN

Start: a; := 1,4, by := 1,5 mit a; < by,a3 = 1,96 <2 < 2,25 = b?
2 Falle:

Fall a) Es liege fiir ein n € N eine Einschlieffung vor:

anp = 1,dds,...dp_1d, < b, =1,d1ds... dnfl(dn + 1).

az <2< b2,
dr €{0,1,...,9,k=1...n—1,d, <8
Die néchste Einschliefung ist
Gpy1 = 1,dy ... dp,dpt1 dn+1 €{0,1,... 9}
an+1 moglichst groR aber a? | < 2.

und

. Ldy,...dp(dpir +1) fiir dpyy <8
U1 dy, L (d + 1)0 fiir dpyy =9

Nach Konstruktion:
Op < Apy1 < bpy1 < by.

2 2
Gy <2<byy .

Fall b) Fiir ein n € N liegt eine Einschliefung vor

ar=1,dy...dp_1d, < b, = Ldldg...dn,l(dn+1)0...0.

a2 <2< b2 mit dy €{0,1,...,9,k=1...n— 1.
dn <8,dpy1=...=d, =09.
Die néchste Einschliefung
Ap+1 ‘= 1,d1 cee dn,dn+1,dn+1 S 0, 1, “e ,9.

an+1 moglichst grok, aber a2, < 2.

b - 1,d1 .. .dn(dn+1 + 1) fir dn+1 S 8
"L dy o dme1 (A +1)0...0 fiir dpyg =9

17

Der Fall b) kann nur endlich oft hintereinander auftreten, dann wére a,, = b,, ab einem gewissen

n und folglich a? = 2

Nach Konstruktion:
Qp < Gpt1 < bpy1 < by.
2 2
A, <2<byyg.

Wir erhalten 2 Folgen (a,,)nen und (b, )nen mit den Eigenschaften

1,4:a1S...ganganﬂ<bn+1§bn§...b1:1,5.

Konkret: a1 = 174, as = 1,41, asz = 1,414 bl = 1,5, b2 = 1,42, b3 = 1,415

Abstand b, — a, < 107", n € N wird immer kleiner = wir sollen die Zahl /2 eventuell

erfassen!
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Definition 2.4 (Zahlenfolge). Eine Menge (a,)neny nummerierter rationaler Zahlen wird
,Folge” genannt.

Beispiel 2.5. a, =1+

— _ 3 —
a172,a2—§,a377

Offenbar, 1 + % — 1,n — o0 bzw.
. 1
lm (1+—)=1.
n—o00 n

Definition 2.6 (Konvergenz). Eine Folge (a,)nen heifit konvergent, gegen einen ,Limes” a,
wenn gilt:

d.h. Folge konvergiert gegen 1

lan, —al — 0,n — co.
Falls |a,|, n — oo heift (a,)nen strikt divergent.
Préziser (Cauchy)
Eine Folge (ay)nen ist Jkonvergent” gegen einen Grenzwert a, wenn:
Ve > 0:3n:=n(e) = n..

sodass
lan, —al < e fir n > n..

Lemma 2.7. (an)nen, (bn)nen Cauchy Folgen.

Beweis. Sei a, < b, fir fast alle n € N, aber b < a. Dann 3§ > 0 mit b + § = a.

Wegen der Konvergenz:
bn — b,a,, = a,n — oo.

1
Tne € Nsd. [b—by| < 50,

und 1
la —an| < 5(5 Yn > ne.

Dann
1 1
bn:bn—b+b—a+a—an+an§|bn—b|+b—a|a—an|+an§55—(54—55—&—@”:(1”.

=
b, < anp.

Widerspruch zur Annahme, dass a, < b, fiir fast alle n € N. O

Bemerkung 2.8 (Folgerung aus 3). Sei Cauchy-Folge (a,)nen keine Nullfolge und a,, — a,
a>0n — oco. Dann a,, > 0 fiir fast alle n.

Beweis. Annahme: a,, <0 fiir fast allen € N, dann a,, > a <0+ {0} ne N O

Ziel: Reelle Zahlen als Grenzwerte von rationalen Cauchy Folgen.

Wichtig: Zwei Cauchy Folgen mit gleichem Limes definieren gleiche Zahl. Deshalb: Aquivalenzklassen
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Definition 2.9 (Aquivalenzrelation fiir Cauchy Folgen rationaler Zahlen).

(an)nen ~ (al)nen : = |an —al,| — 0,n — oo.

Die Relation ist Aquivalenzrelation. 1. Reflexivitit (a ~ a) (trivial)
2. Symmetrie (a ~b = b~ a)

(@n)nen ~ (bn)neny <= |an —bp| =0 <= |by —an| =0 <= (bn)nen ~ (an)nen-

3. Transitivitdt a ~b,b~c = a~c

(an)nEN ~ (bn)nENa (bn)nEN (Cn)nEN — ‘an - bnl — 07 |bn - Cn| —0
<= Ve > 0dn, s.d.
vn > n..

Dann
an — Cp| = |(an - bn) + (bn —cn)| <lan — bn|-

Definition 2.10 (Aquivalenzklassen).

R ::{[an]neN}
:{(a;)nENKa

={(an)nenl(a

)TLEN ~ (an)nEN}
- an)nEN — 0}'

ST3

(an)nen Représentant von Klasse [(an)]nen

Bemerkung 2.11. a € Q =
[(@n)nen, an == a] € R.

Jede Teilfolge (an, )ren einer Cauchy Folge
(ank)kEN € [(an)nEN]-

Jede Aquivalenzklasse [((a,)nen)] von Cauchy Folge rationaler Zahlen definiert genau eine reelle
Zahl

Satz 2.12. Jeder Aquivalenzklasse [(a,)nen] entspricht genau einem (moglicherweise un-
endlichen) Dezimalbruch.

Die Menge aller dieser Dezimalbriiche wird bezeichnet als Menge R der ,reellen Zahlen”.
R = {a = i(a0+0,d1d2d3...dk | ag € Ng,di, € {O,,Q}}
Fiir eine CF rationaler Zahlen (a,)nen wird a € R als Grenzwert bezeichnet:

a= lim a,.
n—oo

(an)nen heifit eine ,approximierende” Folge von a € R. In diesem Sinne hat jede CF ratio-
naler Zahlen nach Konstruktion einen Grenzwert in R.
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Bemerkung 2.13 (Erinnerung Geometrische Reihe).

1— xn+1

l+z+22+.. . 42" = 1.

1—2x

Beweis. 1. Va € R J[(an)nen] € R
a = =+(ap + 0,d1dads . . .).

definieren wir eine Folge (a,)nen (rationaler) endlicher Teilbriiche:

an = £(ag,dy ...dp),a0 € No,d, € {0,...,9}.

zu zeigen: (ay)nen ist eine Cauchy Folge.

Sei m > n + 1, dann

|an, — am| =lag+0,d1dz...dy — (ap + 0,d1da .. . dndpi1 ... dn)l
=10,00...0dps1...dpn|
=dpy1107FY £ 4107
<107 (dpy 1107 + .. 4 dpp, 107
<107"(10% + ... + 107

. 10 1m—n—l
o ()

1 _ me’ﬂ
_ —-n 10
=107 ——
10
a1
<10 o
10
10

= 10_"3 — 0,n — oo.

= (apn)nen ist Cauchy Folge und repréisentiert eine Klasse [(ay,)nen] € R
LEinbettung” a +— [(an)nen]

2. Wir zeigen, dass diese ,Einbettung” bijektiv ist.

a) a > [(an)nen) ist injektiv (Va,a’ € R gilt: aus (an)nen ~ (a),)nen folgt a = a’)

Fiir
a=ayg+0,dds...
a =al+0,d\d5 ...
gilt:
an —an| =lag +0,dy...d, — (ag+0,d} ...d))]
<e,Vn>n.Ve>0.
= a=2d

b) ,Einbettung” a — [(a,)nen] ist surjektiv

(1) Sei (an)nen Nullfolge
— >=0=0,00....
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(ii) Sei (an)nen keine Nullfolge Dann fast alle a, > 0 oder fast alle a, < 0 O.B.d.A.
anp>0,neN
Ziel: z > 0 zu konstruieren.
Falls a, <0 (bzw. —a,, > 0 konstruiert —z)

(an)nen = beschrinkt = IN € N(N >2)s.d.0< a, < N,n € N.

Dann dzy € Ny, s.d. im Interval:
In={z€eQ|0<zm<z<z+1<n}

unendlich viele Elemente von (a,)nen liegen.

Heute: Frustcafé (deswegen kiirzere Plenariibung)
Niachsten Mittwoch: Vorlesung fillt aus, aber Ersatztermin wird gesucht.

Fortsetzung Beweis:

Beuweis. 1. Zz: V[(an)nen) ER 3z € R
z =2 (20 +0,d1dads .. .)).
OB.dA.z>0,a,>0,n€eN
(an)ney CF. = 0<a, < NVneN.
= 20 € Ny, s.d. O.B.d.A. (an)nen C Iy

Ij:={zecQ|0<zxn<z<z+1<N}L

Iy wird unterteilt in 10 Teilintervalle.

Fiir ein d; € {0,...,9} ein Intervall
Li={xcly|z+d -107' <z <z+(d+1)-1071}
Sei z1 = 2z + 0,dy, dann
L={zcly|zsn<z<z+107'}

= Iny Index s.d. |21 — a,,| <1071
usw. ...
Ergebnis: eine Folge von Teilintervallen

0.B.d.A.
(an)nen C ... CIky1 C Iy C ... C ) C 1.

2k = zp_1 + di - 107F € Q.
I, = {{E el 1 ‘ 2z <x <z + 10_k}

3ny, : Index s.d. |z, — an, | < 107F
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Das heifit fiir eine Folge
2k =20+ 0,d1dy...dy € Q,k eN.

existiert eine Teilfolge (an, )ren von der C.F. (an)nen, s.d. |zx — an,| < 107%, k € N
= (2 — an, )ken Nullfolge, d.h.

= (2k)reN ~ (G, ke

= (zk)kEN ~ (an)nEN

= (2k)ren € [(an)nen]

und der resultierende Dezimalbruch ist:

z:=20+0,didy...dp... €R.

Wir haben gezeigt: -
V[(an)nen] € R: 3z € R.

Damit: = Abbildung ist surjektiv und damit bijektiv.
— 3 jinverse Abbildung” : R — R.
die auch bijektiv ist.

Diese Abbildung ist auch vertréglich mit der Addition und der Multiplikation, d.h. [(ay)nen] — a
und [(a),)nen — d']

Dann [(an)neN] + [(a;)neN] =a4+a
[(an)nen] - [(ag)nen] == a-d

Abbildung R <— R ist Isomorphismus. O

Bemerkung 2.14. Die Darstellung ist durch einen Dezimalbruch ist nicht immer eindeutig.
z.B.:
0,9999... =

0,9=1=1,0000....
Deshalb, falls z = zg + 0,dds ... dr999 di, < 8

dann:
z :z0+0,d1d2(dk+1)0

Bemerkung 2.15. Der Satz gilt auch fiir ,b-adische” Briiche mit Basis b € N;b > 2 :a € R
besitzt eine sogenannte ,b-adische Entwicklung”

azi(ao—l—O,dldg...):i(a0+d1-b_1+d2~b_2+...).

mit ag = go +g1-b+ge-b*+... € Ng mit Ziffern d,,, g, € {0,1,...,b— 1} Fiir b = 2 : dijadische
Entwicklung

2.1.1 Zusammenfassung

Beobachtung: Jede reelle Zahl ist ein Grenzwert von einer Folge (a,)nen rationaler Zahlen.

Beispiel: V2

’ [ — | ‘

Y(an), (bn) an — a,by, — a <= (an — bp)nen Nullfolge.

Deshalb:
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e Definiere C.F. rationaler Zahlen

¢ Aquivalenzrelation:
(an)neN ~ (bn)neN L (an - bn)nEN NuufOIge .

und Aquivalenzklasse:
R = {[(an)nen]}-

¢ Eine Klasse aus R < eine reelle Zahl

Konstruktion nach Cantor, 1873

Als nédchstes: R ist ein angeordneter Koérper mit .+ 7, -7, ,,>" und ist auch ,yollstandig”.

2.2 Der Korper R

Seien a € R,b € R und (ap)nen, (bn)nen zugehdrige approximierende Folgen rationaler Zahlen.

Alle Struktureigenschaften von Q sind iiber den Grenziibergang auf R iibertragbar.

Definition 2.16 (Absolutbetrag).
la| := lim |ay).
n—oo

Folglich: Begriffe , Konvergenz” und ,Cauchy-Folgen” gelten auch fiir Folgen reeller Zahlen.

Definition 2.17 (Arithmetische Grundoperationen).
a+b:= lim (a, + by).
n— oo

a-b:= nlirrgo(an~bn).

Definition 2.18 (Ordnungsrelation).
a>b:<= lim (a, —by,) > 0.
n—oo
und folglich: 3o € Q4 s.d. a, — b, > « fiir fast alle n € N.

a>b:<= a>bodera=0.

a<b:<= b>a.

a<b:<= b>a.

Definition 2.19 (Positivitit).

Rt :={a€R|a>0}.

Bemerkung 2.20. Definitionen sind unabhéngig von der Wahl der Folge:
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Beispiel fiir Absolutbetrag. Seien (ap)nen, (al,)nen zwel approximierende Folgen von a, d.h. (a, —
a) Ynen ist eine Nullfolge.

Zu zeigen:
la| = lim |a,| = lim |a].
n—oo n—oQ
d.h. zu zeigen:
. o /
D, n| = 2, ool

= lim (jas| — [a}]) = 0.

Betrachte:
lan] = lay|l < lan —ay,| <e.

= (Jan| — |a,]) ist Nullfolge
= lan| = lay|
= limy 00 |an| = lim, 00 |a,| = |al O

Die anderen Beweise folgen analog.

Satz 2.21 (Der vollstindige Korper R). 1. (R, +,-,>) ist angeordneter Korper
2. Q ist Unterkorper von R
3. Der Korper Q ist vollsténdig, d.h. jede Cauchy-Folge in R hat einen Grenzwert in R.

4. Der Unterkorper Q ist ,dicht” in R, d.h.

Va € R,Ve > 0,3g. € Q@ s.d. |a —qe| <e.

Beweis. 1) Korperaxiome (Kommutativitit, Assoziativitat, Distributivitit) sind trivial
Neutrales Element der Addition:

0:=0,0... Klasse der Nullfolgen z.B.: a,, = 0Vn € N.
Neutrales Element der Multiplikation
1:=1,0...0 [(1)nen].
Existenz der inversen Elemente beziiglich der Addition
a+zx=0,a R
r=—-a= nlLII;o(—an).

Existenz der inversen Elemente beziiglich der Multiplikation

b-x=1,be R\ {0}.

_ 1 =
xr = b= n;ngocn
(Cn)nEN = 7.

beR\ {0} = lim,_yooby =b#0 )
= (bn)nen keine Nullfolge = fast alle Elemente b,, # 0 (Ubung!)
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{ bn
Cn = t
bln n

(b 1) 0 by=0
1 b, #£0

Definiere:

o

0
0

RN

Dann (b, - ¢,,) =

= hmn—>oo(bn ' CTL) =1

2) a € Q entspricht [(a,)nen] mit a, =aVn e N = Q C R, Q Korper
—> @ Unterkorper von R.

3) Sei (an)nen eine C.F. reeller Zahlen.

Va, € R 3 approx. Folge(an m)men-

Gp,m € QVn,m € Q.

ay = lim ay,mn € N,
n—oo

Vn € N wéhle k,, € N mit: )

|an - an,kn| < —.
n
Wir zeigen, dass (@, k, )nen rationaler Zahlen eine C.F. ist.
Sei € > 0. Dann
O

Bemerkung 2.22 (Organisatorisches). Néchsten Mittwoch (20. November) findet keine Vorle-
sung und auch keine Plenariibung statt. Aber Mittwoch (27.11.) Vorlesung statt Plenariibung
im grofen Horsaal Chemie

Satz 2.23 (Wichtiger Satz). Der Korper R ist vollstindig, d.h. jede Cauchy Folge in R hat
einen Limes

Beweis. Sei (ap,)nen eine Cauchy Folge reeller Zahlen, d.h. a,, € R.
an € R:Vn e N:3CF. (anm).

an.m € QVn,m € Nya, = lim ap m.
m—r 00

Vn € N wéihle Index k,, € N mit
1
|an — ankn| < —.
n

ky, existiert, weil limy,— o0 Gp,m = @, und damit |a, — @y | — 0 also Jelan — anm| <& < + und
Archimedisches Axiom.

Ziel: zu zeigen (an,k,,) rationaler Zahlen ist Cauchy Folge.

neN

Sei € > 0. Dann dn, € Ns.d. Vn,m > n, :

1 1
lan — am| < §5’ |an, — an k| < g&?

(an)nGNC-F-

1
|am - am,km‘ < g&‘(AA)
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und folglich

@k, = Cmk | < @k, — @0+ —am +am —m g, | < |k, —an|+|an —am| +am —amg,, | <e.
= (an,k, Jnen Cauchy Folge = Nach Konstruktion der R folgt, dass 3 ,limes’ a € R, s.d.
Ve > 0,3n. € N,Vn > ng : |ank, —al <e.

Dann gilt fiir die Folge (an)nen:
1
lan, —a| < |an — ank,| + lank, —al < - + |ank, —al — 0.

= a=lim, ., ay,

Q ist dicht in R, d.h.
Va € R gilt Ve > 03¢, € Q s.d. |[a — ¢g-| < e.

Nach Konstruktion von R folgt:
VC.F.(an)nenan € Q :

HGER:QZHH_)H;OG”‘
= Ve >0 3n. |a, —al < e¥n > n, O
Bemerkung 2.24 (Archimedisches Axiom).
VaoeR:dIneN:sdn—-—a>0

— V5>OEInENs.d.n—%>O

1
— —<e&.
n

2.3 Wichtige Aussage

R ist vollstéandig, da alle C.F. in R haben einen Grenzwert in R.

2.4 Weitere Moglichkeiten, die Vollstandigkeit von R zu cha-
rakterisieren

Definition 2.25 (Maximum, Minimum, obere/untere Schranke, Supremum, Infimum). Sei
M C R, M # 0.

Maximum:
maxM :=be M :b > z,Vr € M.

Minimum:
minM :=a€ M :x > a,Vx € M.

Obere Schranke:
beR, s.d. b>x,Vre M.

Untere Schranke:
a€R, sd z>a,Vre M.
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Eine Menge M heift nach oben (unten) beschrénkt, falls eine obere (untere) Schranke von
M existiert.

Supremum: kleinste obere Schranke

Infimum: gréfste untere Schranke

Beispiel 2.26. e N ist von unten beschrinkt, z.B. mit 0. minN = 1, von oben unbeschrinkt.

e M = {z € R | 2% < 2}: obere Schranke ist v/2 und untere Schranke ist —+/2, aber M
besitzt kein Maximum bzw. Minimum. /2 ist Supremum und —v/2 ist Infimum

Bemerkung 2.27. Falls b = supM <= :

1. b ist eine obere Schranke von M, d.h. Vz € M : x < b und

2. Jede Zahl ¢ < b ist keine obere Schranke von M, d.h. Ve € M, ¢ < b,3x € M: ¢ < x (oder
Ve>0dz e M:xz>b—¢)

Analog fiir @ = infM

Beispiel 2.28.
I=(a,b):={xeR|a<z<b}

dann gilt supl = b,infl = a.

Bemerkung 2.29. Das Supremum (Infimum) muss nicht zur Menge M gehoren, aber falls
supM € M, dann supM = maxM.

Satz 2.30 (Vollstandigkeit in R Nr. 2). R vollstindig <= jede nichtleere beschrinkte
Teilmenge M € R besitzt ein Supremum bzw. Infimum

Definition 2.31 (Intervalle).
[a,b] := {z € R| a <z < b} abgeschlossenes Intervall.

(a,b) :={z € R|a <z < b} offenes Intervall.
(a,b] :={x € R|a <z < b} halboffenes Interval.

[a, b) analog.

Definition 2.32 (Intervallschachtelung). ist eine Folge von abgeschlossenen Intervallen
I, := lan,bp] = {z € R | a, <z < b,},n € N mit Eigenschaften. 1) I,,41 C I,n € N
(bedeutet a,, < ap+1 < by < by, 2) Ve > 0,31, mit der Linge

|by, — an| < e d.h. b, —an| = 0,n — oco.

Satz 2.33 (Vollstédndigkeit in R Nr. 3). Vollstdndigkeit in R <= Intervallschachtelungs-
eigenschaft d.h. fiir jede Intervallschachtelung.

(In)neN € R, dceR

so dass

c= ﬂ[n ={z € Rlz € I,Vn € N}.

n=1
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Diese Aussage ist verwandt mit dem Axiom vom Dedekindischen Schnitt

Satz 2.34 (Trennungseigenschaft). Seien A, B C R, A # (), B # () mit a < WVa € A,b € B
Dann existiert immer ein ¢ € R, welches A und B trennt:
Va e A,be Bgilt a <c<b.

Dies ist ebenfalls <= zur Vollstindigkeit in R

Lemma 2.35 (Existenz der k-ten Wurzel einer positiven reellen Zahl). Va € R* Vk € N:
existiert eine positive k-te Wurzel. Das heifft die Losung der Gleichung

r = a.

ist ¥/a (Bezeichnung).

Beweis. 1) Die Eindeutigkeit der {/a (falls sie existiert)

Seien 1,72 € R zwei k-te Wurzeln des a € RT :

Dann gilt:

mit dieser Hilfsformel

= 21— 2T2=0 = 71 =22

2) Existenz: a =1 = /1 =1 (1¥ =1) Sei a > 1 und Annahme, dass 3 Wurzel fiir 0 < o’ < 1
Dann definiere:

Es bleibt zu zeigen: 3¥/a fiir 0 < a < 1. O

Heute: Langstes deutsches Wort!

sntervallschachtelungseigenschaft hat ganze 33 Buchstaben” meint Kostina.

Fortsetzung des Beweises vom letzten Mal. Ab jetzt: n statt k.
Zu zeigen: Es existiert eine Wurzel fiir 0 < a < 1.

Definiere Menge M :={y e R|0 <y < 1,y" < a}
M # (), weil %a € M. M ist auch beschrinkt, untere Schranke 0, obere Schranke 1.
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Da R vollstindig = dsup M =: x.

Zu zeigen: ™ = a Annahme: 2" < a. Wegen (z + 1) € M gilt (z 4+ 1)" > a. Konstruiere:

>1
—

a—zx"

(z+ 1) —an’

k=1
n - n n—k
<
x +Tz<k x
k=1
=z"+7((x +1)" —2™)
Dl 7n 4 a—z")=a
—
(r+7)"<a = (z+71)€ M.
und damit:

r+T>2 Widerspruch zu z = sup M.
(folgt aus der binomischen Formel: (z 4+ 1)" =37, (})z" %)

Annahme: 2" > a

Nach der Ungleichung von Bernoulli gilt fiir 7 := ‘”:_’“. (0<7< 20 o 1) Damit:

xn x

(x — r2)" = &"(1 — 7) nz 2"(1 — nr)
=" (1—:51;“) =a.

Y <a<(r—TI)"

= Firy € M gilt:

=

= rx—T170—Yy>0
— y<z—Tr<xr = x—Tr < eine obere Schranke von M. Widerspruch zu x = sup M

(Formel: a™ — b™ = (a — b) 355 a1 =Fpk) O
Bemerkung 2.36 (Ungleichung von Bernoulli). Sei z > —1, dann gilt:

(I+2)" > 1+ nz,Vn.

Definition 2.37 (Allgemeine rationale Potenzen). a?,¢ = = € Q,a > 0,a € R wird definiert
durch

Bemerkung 2.38. e Regeln fiir das Rechnen mit Wurzeln

Fe(@)i =y

= va'.

@ |-

—
B
~
3
|
—
S
P
~—
3
|
S
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e Fiir a € Ry wird unter {/a immer die positive k-te Wurzel verstanden.
= Aussage Va2 = qa ist falsch.
Korrekt: Va2 = |a]

Die Gleichung 22 = a hat zwei Losungen: z; = \/a, 1o = —/a
Bemerkung 2.39 (Reelle Potenzen). a € Ry, r € Rja" - 7

3(gn)nen — 7, qn € Q, damit:

a" = lim af.

Noch zu {iberpriifen: ob der Grenzwert existiert und eindeutig ist

Beispiel 2.40. /2, (q,) = {1.4,1.41,1.414,...}

a¥? = lim an, a1 = a** as = a' ..
n—roo
Analog iiber Intervallschachtelung;:
I, = [1.4;1.5]
I = [1.41;1.42]
I3 = [1.414;1.415]
[

Alternative Definition iiber exp und In
a” =exp(rina).

und Reihenentwicklung:

S "
exp(z) = Z P
n=0

oder

2.5 Maichtigkeit von Q und R

Definition 2.41 (Machtigkeit). Die Machtigkeit einer Menge ist die Anzahl ihrer Elemente.

Eine Menge ist ,,unendlich”, wenn eine bijektive Abbildung f : A — Echte Teilmenge von A
existiert. Dann |A| = oo.

Eine unendliche Menge, deren Elemente mit Hilfe der natiirlichen Zahlen durchnummeriert
werden kann, heiftt jabzéhlbar (unendlich)”, sonst ,jiiberabzihlbar”.

Abzahlbarkeit heifit: Es existiert eine bijektive Abbildung f: N — A.

Beispiel 2.42. e A={aj,az,a3} dann |A| =3
e N, Q, R sind unendliche Mengen



2.6. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN C 31

Satz 2.43 (Abzidhlbarkeit). Z und Q sind abzdhlbar, R ist iiberabzihlbar.

Z. Abzihlbar. Z ist abzihlbar, weil {2, | n € N} mit z, = in fiir n gerade und 2, = (1 —n) fiir
n ungerade ist eine Abzdhlung von Z. O

Q Abzihlbar. Argumentation nach Cantor

—n
p€Q,q=
Y
1
6
2
1 5
5
3
l 4
1
2 4
1 3 3
3
3 5
1 2 2
2
1 2 3 4 5 6
T

Hier werden Punkte ausgelassen, fiir die n und n nicht teilerfremd sind. Die Gitterpunkte werden

durchnummeriert = {z, |n € N} ={1,2,1,4,3,...}. O

R ist dberabzihlbar. Wir zeigen, dass [0, 1) nicht abz&hlbar ist.
Angenommen: [0,1) ist abz&hlbar, dann sei {z, | n € N} eine Abzéhlung, z.B.:

z1 = 0,d11d12d13 . ..
29 = 0,dg1doados . . .

Dann Zahl y := 0, dydads3, . . . mit

)2 fallsdp, =1
"1 falls dyy # 1
liegt in [0,1), d; # 9Vi, aber y & {z, | n € N}, denn falls y = z;, fiir ein k =

y=0,dg1,dr2,di3, .-, diggey -+ - -

aber dy, # dy, nach Konstruktion. O
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2.6 Die Komplexen Zahlen C

C:=RxR={z=(z,y) | z,y € R}
Addition in C : 2z = (x1,41) € C, 22 = (22,y2) € C:
z1 + 29 1= (x1 + 22, Y1 + Y2)-

Multiplikation in C :
21 - 22 = (2122 — Y1Y2, T1Y2 + T2y1).
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Satz 2.44 (C ist ein Korper). Korperaxiome gelten (nachrechnen!)

Nullelement 0 := (0,
Einselement 1 := (1
Imaginére Einheit ¢

)

:= (0,1) mit i = (0,1)- (0,1) = (-1,0) = -1
Inverse der Addition —z := (—z, —y)

Inverse der Multiplikation 2z~ := ( “" — )

y
w2492 /224y

Schreibweise / Normaldarstellung
z = (z,y) oder z = z + iy mit i? = —1.

Bemerkung 2.45 (Rechnen in C).

(z1 4 iy1) (v +iy2) = 2122 + 2Y1y2 + Y172 + iT1ye = (T129 — Y1y2) + i(T201 + T1Y2).

Definition 2.46. Fiir z = (z,y) = « + iy € C heifst

x = Re(z) Realteil von z
y = Im(z) Imaginérteil von z

|z| := /2% + y? Betrag von z

zZ:=x — iy = (z,—y) zu z konjugierte komplexe Zahl

Y

Re(z) = || cos(ip)
Im(z) = [2]sin(p)
= z=r(cosp +ising) =re’ mit r = |z|.

Bemerkung 2.47. Rechenregeln fiir komplexe Zahlen

1. 214+ 20=21+23, 2120 =21 22,2 =2

2. Re(2) = 2(2+7%), Im(2) = £(z — %)
3. 12/>0und 2| =0 < 2=0

4. Z| = |7|

5. |z122] = |21||22

6

ez 2| <] F 22l (21— 22| > 2] = 22|

Reelle Zahlen: z e R <= Im(z) =0 < 2=%
Dies fiihrt zur weiteren Darstellung komplexer Zahlen mit Hilfe von sin und cos.

Polardarstellung
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(a)

z =r(cosp + isinyp) r=|z|
Bsp.:i=1- (cosg + ¢ sin %)
(b) Definiere e? := cosy + isiny y € R. Es folgt eine Ezponentialdarstellung.

z=r-e%mitr=|z| ¢=Arg(z).

Satz 2.48 (Vorteil der Exponentialdarstellung). Fiir z = re’? = r(cos ¢ + isin p)

2k = TRetPr k=12 gilt

(d) 2" = rneine

insbesondere gilt die Formel von de Moivre:

(ew)n = (cos ¢ + isin )™ = cos(ny) + isin(ny) = e"¥.

Beweis. (a) Z =r(cosy +isinp) =r(cose —isinp) = r(cos(—¢) +isin(—p)) =r-e= %
(b)

21+ 22 =11 - T (COS 1 €OS g — sin 1 sin o) + i ((cos 1 sin g + €os P2 sin 1))
r1ra2(cos(p1 + ¢2) + isin(e1 + @2))

= pyroet(P1te2)

(c) folgt aus 2

(d) folgt aus 2

O
tolle Grafik von der Kostina, die gibt’s nur in der Vollversion.
Bemerkung 2.49 (Beobachtungen). 1. ¥ =1 <= ¢ € {27k |k € Z}
Beweis. durch Behauptung. O

2. %1 =¢e¥2 = ¢ —py € {21k | k€ Z}

Satz 2.50 (n-te Wurzel in C). Fiir n € N und 0 # w = re¥ hat die Gleichung 2" = w
genau n verschiedene Losungen.

2, = reilet2mh)3 k=0,1,...,n—1.
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Beweis. Sei z = pe'. Dann:
P pneinw ; Teiap —w
<~ pt=rundnyp=p+21k kecZ

1
= p={rund ¢ =

~(p+2nk) ke
n

Betrachte: z;, = /re'¥r, iy :%(<P+27rk),k =0,1,....,n—1

1. Alle z;, sind paarweise verschieden (klar).

2. Wir zeigen, dass es keine weiteren Losungen gibt. Sei z eine beliebige Losung 2" = w und
z=|z| - (cosy +isine). Es gilt |2 = |w| und folglich |z| = {/|w| = /7.
Weiterhin ist ny = ¢ + 2l fiir ein [ € Z (wegen (e)" = ™), dann ¢ = £ 4 [2Z,
Teile [ durch n mit Rest: | =k + s-n.

l k
—=s5s+—,s€Z,0<k<n-1.
n n

Dann

= z=2;,0<k<n-1
= Alle Losungen gefunden
O

Bemerkung 2.51 (Geometrische Interpretation). Die Losungen sind die Ecken eines regelmé-
figen n-Ecks auf dem Kreis mit Radius |z| = {/r.

Im Fall w = 1 heiffen z; die n-ten Einheitswurzeln.

Beispiel 2.52. Die dritten Einheitswurzeln sind

{ﬁ“ék:QL%

2 2
= {cos (k; + isin(k%, k=0,1, 2> }

1
= 17_,4_1'@’_1_2'@ .
2 2 2 2



Kapitel 3

Folgen und Reihen

3.1 Folgen

Definition 3.1 (Folgen). Eine Zahlenfolge ist eine Abbildung von N nach R, d.h. n — a,, €
R.

Die Folge (an,, )ken ist eine Teilfolge von (ap,)nen wobei (ng)ren eine Folge natiirlicher Zahlen
ist, die streng monoton wéchst, d.h. n; <ng < .... bzw. ng < ngpy1Vk € N.

Beispiel 3.2. (—1)" hat zwei Teilfolgen: (—1)?" =1 und (—1)*"+! = —1.

Definition 3.3 (Konvergenz, Beschrinktheit, Monotonie von Folgen). 1. Eine Folge (a,,)
R heifit beschrinkt, wenn es eine Konstante ¢ € R gibt mit |a,| < C.

Sie heiflt nach oben (bzw. unten) beschrinkt falls 3C' € R, s.d. a,, < C(bzw. a,, >
C)Vn e N

2. (@pn)nen heiflt monoton wachsend (fallend), wenn a,, < apt1 (an > any1) Vn €N

3. (an)nen heiflt konvergent gegen a € R, wenn Ve > 03n. € N, s.d.

lan, —a| < e Yn > ne.

4. (an)nen heift divergent, falls sie gegen keine reelle Zahl konvergiert.

Bemerkung 3.4. 1. Eine Folge (ay)nen konvergiert gegen a € R falls in jeder e-Umgebung
Ja —€,a + ] fast alle Folgenelemente liegen.

2. In Def. kann auch < € und statt £ kann man % fiir beliebig grofe N € N schreiben.

Satz 3.5. Eine Folge (a,)nen € R ist genau dann konvergent, wenn sie Cauchy-Folge ist,
d.h. Ve >0 3n. € N, s.d. Yn,m > n. gilt: |a, — an| <e.

Satz 3.6 (Eindeutigkeit des Limes). Sei (a,,)nen eine Folge in R und a, @’ € R mit lim,, o0 @y, =
a und lim,,_, . a,, = a’, dann gilt a = a'.

’
Beweis. Angenommen a # a'. Definiere ¢ := w > 0.

36

eN €
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Dann 3ny,ne € Nmit |a, —a| <e Vn>ngund |a, —d| <e Vn >n,.
Dann gilt ¥n > max{ni,ns}:
la—d'|=la—a,+a,—d|<l|a—ay|+|a, —d|<e+e=|a—d|

= |a —d'| < |a —d/|. Widerspruch = a =d’ O

Satz 3.7. Konvergente Folgen sind beschrinkt.

Beweis. Sei (ap)neny mit a, — a,n — 00,a € R.
Wiéhle ¢ = 1. Dann 3In. € Nmit |a, —a| <1 Vn >n..
Dann gilt Vn > n.:

lan| = |an —a+a| < |ap —a|+ |a| <14 |al.

= lap| < (knlaax |ak|> +la|+1 ¥YneN.

O

Satz 3.8 (Konvergenz und Nullfolgen). Eine Nullfolge ist eine Folge, die gegen Null kon-
vergiert. Sei (an)nen Folge mit lim, o a, = a.

Dann sind dquivalent:

1. ap, = a,n — oo
2. (an—a)—0

3. lan —al -0

Beweis. durch Behauptung. O

Satz 3.9 (Konvergenz von Teilfolgen). Teilfolgen einer gegen a € R konvergierenden Folge
konvergieren ebenfalls gegen a € R.

Beweis. trivial. O

Satz 3.10 (Einschliefungskriterium (Sandwich)). Seien (an)nen, (bn)nen, (¢n)nen Folgen
mit lim,, . a, = a, lim,_., b, = b und lim,, . ¢, = c.

1. Fallsa, <c¢, YneN — a<ec.

2. Fallsa=cund a,, <b,<¢, YneN — b=a — lim,_, b, =a

Beweis. Sei e > 0.

1. 3n. € Nmit |a, —a| < §und |c, —¢c| <5 Vn>n..

Dann:a —c<a—(ap, —cy) —c<|a—ap|+]cn —¢c|<§+5=¢ Vn>n.
= Ve>0gilta—c<e = a—c<0
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2. Ine € Nmit |a, —a| <eund |¢, —a| <e Vn>n,
Dann gilt ¥n > n. und wegen |a,| < |bp] < |enl:
—e< —lap—al|<ap—a<b,—a<c,—a<l|c, —a|<e.

= —e<b,—a<e = |b,—al|<e VYn>n.
= lim, 0 bp = a

O
Satz 3.11 (Rechenregeln fiir konvergente Folgen). Seien (ay,)nen, (bn)neny mit lim, o0 a, =
a und lim,,_, b, = b. Dann gilt:
1. limy, o0 |an| = |a
2. lim, oo (Aap, + pby) = Aa+pb VA, peR
3. lim,, o anb, = ab
4. Falls b # 0, gilt b,, # 0 fiir fast alle n € N und lim,,_, ‘g—: =3
5 Fallsa, >0 VneN = a>0und (an)% —>a%7n—> 0.
Beweis. durch Zuriickblattern. O

Satz 3.12 (monoton + beschrinkt = konvergent). Eine monoton wachsende (fallende)
nach oben (unten) beschrénkte Folge konvergiert gegen ihr Supremum:

sup a,, := sup{an|n € N} = min{c € Rla,, < c}.
neN

bzw. ihr Infimum:

ianan :=inf{a, | n € N} = max{c € R| a,, > c}.
ne

Beweis. Gegeben a, < a,1 ¥n €N, a,, < ¢ Vn € N. Definiere s := sup,,cnan.

Z.z.: a,, = s. Sei € > 0. Dann s — ¢ keine obere Schranke, d.h. 3n, € N mit s — e < a,,_.

Damit s —e <an. <ap, <s<s+eVn>n,
= lap, —s|<eVn>n. = a, = s

Satz 3.13 (Bolzano-Weierstrah). Jede beschriankte Folge besitzt mindestens eine konver-
gente Teilfolge.

Beweis. Sei (ap)nen beschrankt, d.h. Ja,b € R, s.d. a < a, <bVn e N.

Konstruiere induktiv eine Folge von abgeschlossenen Intervallen Iy := [ay, bi] mit:

(1) Ij enthalt unendlich viele Folgenelemente von (ay)nen-
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2) I, C Iy Yk € N,k > 2
(3) (b — ai) < 2'F(by —a1) Vk €N

Fiir £ = 1 wahle a; := a, b; :=b.
k — k+ 1 : Intervall Ij, := [ay, bx] mit Eigenschaften (1)-(3) sei konstruiert.

Berechne M := 21 (Mitte des Intervalls I;,). Wegen (1): [ay, M] oder [M, by] enthélt unendlich
viele Folgenelemente.

Setze:

Toir e [ak, M] falls [ag, M] unendlich viele Folgenelemente enthilt
A [M,bg] falls [M,by] unendlich viele Folgenelemente enthélt

in beiden Féllen:

b —ax D 1,1y

2 (bl - al) = 2_k<b1 — al).

bk+1 — Qg1 =

= (1) - (3) erfiillt fiir T11.

Wir definieren eine Teilfolge (ay, ) mit a,, € Iy Vk € N :
k=1: Setze a,, :==a,n; :=1.
k— k+1: Wegen (1) ex. ein Index ngi1 > ng mit an,, € Ixq1.

Ij; bilden eine Intervallschachtelung:

Sandwich
= ap <ap, < by 2 WICank—>a,l€—>oo.
~~ ~~~

—a —a

Beispiel 3.14. a,, = (—1)". Teilfolge: (1,1,1,1,...) = 1, (-1,-1,-1,...) —» —1.

Definition 3.15 (Hiufungspunkt). Sei (an)nen eine Folge in R. Dann heifit ¢ € R Héu-
fungspunkt der Folge, falls Ve > 0 gilt |a,, — a| < e fiir unendlich viele n € N.

Beispiel 3.16. 1. a, = (—1)" hat zwei Hiufungspunkte 1 und —1.
2. Falls lim,, .o, a,, = a, dann ist a Haufungspunkt von (a,)nen-

Bemerkung 3.17. Zu jedem Haufungspunkt a ex. eine Teilfolge (an,)ren von (an)nen, die
gegen a konvergiert, also a = limg_ o0 @, :

a Haufungspunkt <= a = klim ap, fir eine (an, )ken-
—00

Beweis. (i) ,, = ": Sei a Haufungspunkt (HP). Wahle n; € Nmit a,, € D1(a) = {z | |z—al <
1}.
Sei nq,...,n_1 bereits gewahlt.
Wihle ng > ng_1, s.d. gilt:

1
ankEDi(a)—{x||fc—a|<k}.

Dann ist (an, )ren eine Teilfolge, |ay, —a| < %
= ap, — a,k — 00.
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(ii) ,, <= 7: Sei (an, )ken eine Teilfolge mit limg_, o0 ayn, = a.
Zu zeigen: a ist HP.
Sei € > 0. Dann ex. k. € N, s.d. Vk > k. gilt:

jan, —a] <& = Vk>ke an, € De(a).

O

Bemerkung 3.18. Satz von Bolzano-Weierstraft besagt, dass jede beschrinkte Folge in R min-
destens einen H P besitzt.

Definition 3.19 (Limes Superior). Sei (ap)nen eine Folge in R. Ist (a,)nen nach oben
beschriankt, dann definiere eine reelle Folge (s, )nen durch s, := sup{ax | k > n}.

($n)nen ist monoton fallend. Ist (s,)n,en nach unten beschrinkt, dann definiere

lim sup a, := lim s, = lim sup{ax | &k > n}.
n— o0 n— o0 n— 00

Falls (a)nen nicht nach oben beschrinkt ist, setzte lim,,_, o sup a, := +o0.

Falls (a,,)nen nach oben beschrinkt, aber (s,)nen nicht nach unten beschrénkt ist,
setze lim,, ,, sup a,, := —oo.

Beispiel 3.20. 1. lim, ,00 @, = a = lim,,_, SuUp a, = a.

2. lim,, oo sup (—1)" =lim, ,oosup {(-1)* |k >n} =1

3. lim,, o SUp n = 400
lim;, o SUp (—n) = —00

Definition 3.21 (Limes Inferior). Sei (an)nen eine Folge reeller Zahlen. Dann setze:

lim inf a,, := — lim sup (—ay,).
n—oo n—oo

Beispiel 3.22. 1. lim,_,o sup (n?) = +oo
lim,, o inf (n?) = —lim,, oo sup {—k? | k > n} = —lim, o (—n?) = +00

0 = 5 n gerade '
0 n ungerade

(an) =(0,1,0,2,0,3,...)
lim,, o inf a, =0
lim,, oo SUpP @, = +00

Satz 3.23 (Charakterisierung von limsup und liminf). Es sei (a,).en eine Folge reeller
Zahlen.

1. lim,, ysosup a, =a € R <
Ve > 0 gilt:

(i) an < a+ ¢ fiir fast alle n € N.

(i) an > a — ¢ fiir unendlich viele n € N.
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2. lim,, ,infa, =a € R «<—
Ve > 0 gilt:

(i) ap >a—ec fir fast allen € N

(ii) an < a+ ¢ fiir unendlich viele n € N.

3. (@n)nen ist genau dann konvergent, wenn:

lim sup a, = lim inf a,, = a € R.
n—oo n—oo

In diesem Fall gilt: lim, o a, = a.

Bemerkung 3.24. Satz 3.23 impliziert:

lim sup a, = sup {HP von(a,)nen}
n—oo

lim inf a, = inf {HP von (a,)nen}-
n—roo

Ve > 0 liegen unendlich viele Folgenelemente im offenen Intervall

( lim sup an) —e<ay < ( lim sup an) +e (1 (i) (ii)).
n—oo

n—roo
bzw.
( lim inf an> —e<an< ( lim inf an> ve o (2(3) @)

n—oo n—oo

Fast alle Folgenelemente erfiillen:

( lim inf an) —e<ay < ( lim inf an) +e (1 (i) und 2 (i)).

n—oo n—oo

3.2 Konvergenz in C

Eine Folge (zp)nen komplexer Zahlen (z, € C Vn € N) konvergiert gegen z € C, falls Ve > 0
In. €N, s.d. |z, — 2] <eVn>n.

Genauso wird die Beschrianktheit und Begriff der C.F. {ibertragen.

Aus Definitionen:

2] i= v/(Re(2))2 + (Im(2)2.
und der Ungleichung:
max(|z], |y[) < va? +y? < |z|+|y| Vz,yeR.

folgt:

1. z, = z,n > o0 in C <= Re(z,) — Re(z) und Im(z,) — Im(z)

2. (zn)nen ist eine C.F. in C <
(Re(zn))n und (Im(2,)),, sind C.F. in R

3. C ist vollsténdig, d.h. jede C.F. in C ist konvergent.

4. Jede beschrinkte Folge in C besitzt eine konvergente Teilfolge.
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Beispiel 3.25. 1. rintd) %Jri(lJr%) — i, N — 00

3. " —=0,n— o0 VqgeCmit |g <1.

3.3 Unendliche Summe (,,Reihen”)

Definition 3.26. Sei (a,),cn eine Folge reeller oder komplexer Zahlen. Wir betrachten die
Folge der n-ten Partialsumme (s, ),en definiert durch:

n
Sp = E ag.
k=1

Die Reihe >}~ ax konvergiert (divergiert), wenn die Folge der Partialsummen (s,)nen
konvergiert (divergiert).
Im Fall von Konvergenz bezeichnet:

n

Soo := lim s, = g ar.
n— o0
k=1

die Summe oder den Wert der Reihe.

Bemerkung 3.27. Man kann auch Reihen ) 7, a; mit [ € Z betrachten.
Beispiel 3.28 (Geometrische Reihe).

qu =14+qg+F+3+....

k=0

> neo ¢" konvergiert genau fiir alle ¢ € C mit |¢| < 1 und es gilt Y7, ¢" = .

Beweis. Folge der Partialsummen

k=0
Fiir |¢| < 1 gilt |¢|"** — 0, n — oo
1 _ qn+1

1
—t n = — f <1
s - 4 ir |q|

Bleibt zu zeigen: Y -, ¢~ divergent fiir |g| > 1.

Angenommen Jg € C mit |g| > 1 und (s, )nen konvergiert.

Dann
|q|n+1 =|sp+1— Sn |
~— =~
— Sk —>Sx

Widerspruch, da |¢|"*! > 1 fiir |¢| > 1 O
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Lemma 3.29. Ist ) ;° aj konvergent, dann ist (aj)gen eine Nullfolge.

Beweis. an+1 = Sp41 — Sn — Sco — Sco =0, n = 00 ]

Bemerkung 3.30. Die Eigenschaft von (ax)gen eine Nullfolge zu sein, reicht nicht fiir die
Konvergenz von Y ;- | aj, aus!

Beispiel 3.31 (Harmonische Reihe).

1
Z % ist strikt divergent.

k=1
IR S SR S SR G S P S )
T~ 2 3 4 5 6 T 8 on=l 41 77 gm = 9
>1 ~N Y~ Y\
>3 225=3 245=3 >om-1. e =1
O
Beispiel 3.32.
oo
> (-1
k=0
a)
DD =01-D+0-1D+...=040+...=0
k=0
b)
S (DF =1+ (14 D)+ (-14+1)+...=1+0+0=1
k=0
c)
oo
1 1
I
1—(-1) 2

Alles Falsch (Kostina: ,,Alles Schrot!”), weil >3 ,(—1)* divergent.
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3.3.1 Konvergenzkriterien

Die Konvergenz einer Reihe ist nichts anderes als die Konvergenz der Folge der Partialsummen.

Satz 3.33. 1. - -
Zak:aoo und Zbk:boo.
k=1 k=1

> (Aag + pby) = Ao + pbos VA, 1 € C.
k=1

2. Ist ay € R mit a;, > 0 Vk € N dann gilt: Y -, a konvergent <— (>_7_, ax)
nach oben beschrinkt.

neN

Beweis. (1) folgt aus der linearen Kombination von Folgen.
(2) Falls ar >0 = Folge (37,_, ax), oy ist monoton wachsend.

Fiir solche Folgen gilt: Konvergenz <= Beschrinktheit O

Satz 3.34 (Leibniz-Kriterium). Ist (ai)ren eine monoton fallende reelle Nullfolge, so ist
die alternierende Reihe:

Z(—l)kak =—ay+ay—az3+as—....
k=1

konvergent mit folgender Abschitzung:

oo

> (DFay

k=n+1

<la,| ¥YneN

Beweis. Aus Voraussetzungen: ay > 0, s, := Y ,_; .

A2n>a2n+1
8$2p41 = S2p—1 + Q2p — A2p41 = S2p—1.

Folge mit ungeraden Indizes: s; < s3 < s5 < ...
Son = Sap—2 — A2p—1 + G2 < S2p—2-
Folge mit geraden Indizes: ... < s4 < s9 < 59

Sop > San41 (S2nt1 = San — G2n41)
Son — Sop+1 = G2p41 — 0, M — 00

§1 283 <85 <...< 84 <592 <50

= [Son+1, S2] bilden eine Intervallschachtelung, d.h.

oo

I500 = ﬂ [S2k+15 52k)-

k=1
Sco = liMy, 500 Son+1 = limy, s 00 S21

Son+1 S Soo S Son.
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Damit gilt Vk € N :
0 < 800 — S2nt1 < S2n — S2n41 = A2p41-

und
0> 800 — S2n > S2p41 — S2n = —Q2p41 = —02y.

—

0 <800 —8n| <ap—0 n— oo
und

o0 n o0

E ap — E ag| = E ag| < ap.

k=1 k=1 k=n-+1

——

Soo

Beispiel 3.35 (,,Alternierende harmonische Reihe”).

> 1 1 1
—) =1 —
Z( ) n 2+3

k=1

ist konvergent

Definition 3.36. Eine Reihe Y ;- | aj heift absolut konvergent falls > - ; |aj| konvergiert.

Beispiel 3.37. Die Reihe > »°  (—1)""'1 ist konvergent nach Leibniz Kriterium, aber nicht

n=1
absolut konvergent, weil >~ % divergiert.

Satz 3.38. Aus absoluter Konvergenz einer Reihe folgt deren Konvergenz.

Beweis. Sei ), aj, absolut konvergent, d.h. >, |ax| konvergiert.

n n
Sy = Zak,tn = Z lak|.
k=1 k=1

Dann gilt fiir m,n € N mit m > n.

m m
[$rm — S| = Z ap| < Z lag| = tm — tn = |tm — tnl-
k=n-+1 k=n-+1

Da (t,,)nen konvergiert = (t,,)nen ist C.F.

Aus |8y, — sp| <t —tn] < e

= (Sn)nen ist auch C.F. in R bzw. C

= Zak konvergiert.
k
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Satz 3.39 (Majoranten Kriterium). Es sei Y~ | b, eine reelle Reihe (b, € R Vn € N).

(i) Ist 3>, b, konvergent und gilt |a,| < b, (a, € C oder R) fiir fast alle n € N (d.h.
Vn > Np), so ist > a, absolut konvergent.

Die Reihe Y7 | b, heift Majorante der Reihe Y 7 | a,,.

n=1

(ii) Ist D7, by, divergent und a, € R mit a,, > |b,| fiir fast alle n € N, so ist die reelle
Reihe >~ | a, divergent. Die Reihe Y7 | b, heifit Minorante der Reihe > ° | a,.

n=1

Beweis. (1) (Sn)nen, (tn)nen Partialsummen von (ay,)nen, (bn)nen. Dann

n

n
|Sn - sm| < Z ‘ak| < Z b, = |tn _tm|~

k=m+1 k=m-+1

= (Sn)nen ist C.F.
= (Sn)nen konvergiert.

(ii) Ann. > 7, a, konvergiert = Y ° a, konvergente Majorante zu > - b, =

n=1

>0 by, konvergiert. Widerspruch.
O

Beispiel 3.40. 1. Y 2.

M=(1+1)">14n Vn = — <" <1 Va.

2" T 14+n

n<n 1 1
P TR TN TR

= > 07 (3)" konvergente Majorante fiir Y oo | +=.

2. Zzozl ﬁ ist divergent, weil ﬁ > % (Vn>1) = ZZOZI % divergente Minorante.

Satz 3.41 (Quotientenkriterium). Sei (an)nen eine Folge mit |a,| # 0 fiir fast alle n €
N(ar, € C oder R).

(i) Falls ein 0 < ¢ < 1 existiert mit
1 <q¢ YneNn=>Ny,

dann ist > ° | a, absolut konvergent.

(ii) Falls % >1 Vn> Ny, soist Y~ a, divergent.

Kostina glaubt, dass das so stimmt, aber offensichtlich ist sie sich nicht sicher.

Beweis. (i) ¥n > Ny gilt:
lan| < glan—1| < ... < qn7N0|aNo|'

‘G'Nol
qMNo

== >0 L q" ist konvergente Majorante.
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(ii) |an| > |an—1] > ... > lan|] = (an)nen keine Nullfolge = >~ | a,, divergiert.

Beispiel 3.42 (Exponentialreihe). Vz € C :
Z Z—' : exp(z) oder €.

Zahl e :=exp(1) Y07, zn;: absolut konvergent, fiir alle z € C.

|Z|n+1
2 lawnl _ G el
! Iz n+1

Fiir n > 2|z| gilt:

Satz 3.43 (Wurzelkriterium). Es sei | a, eine Reihe (a,, € R oder C ).

(i) Falls 3 0<g¢<1und Ny € N mit

Vlan] <q ¥n > Ny,

so ist > 7 | a, absolut konvergent.

(ii) Falls 3Ny mit {/|a,| > 1 Vn > Ny, soist Y~ a, divergent.

Beweis. 1. Fir n > Ny ist |a,| < ¢ = konvergente Majorante

Vlan| >1 = |an| > 1 = (an)nen keine Nullfolge = Divergenz.

Bemerkung 3.44. Im Quotientenkriterium und Wurzelkriterium wird gefordert:

a
| |Z+|1| bzw. {/|an,| < q < 1.
n

Die Forderung % bzw. {/|a,| < 1 reicht nicht: Bsp.: Y7, + divergent.

Satz 3.45 (Verdichtungskriterium von Cauchy). Sei (a,)nen, an € Ry, eine reelle, positive
monoton fallende Nullfolge. Dann gilt

o0 o0
Z ay, konvergent <= Z 2% a4 konvergent.
k=1 k=1

Beweis. durch Ubung.

Beispiel 3.46. > >, n"‘

1. a <O0: (n%)nGN keine Nullfolge = 32 | -L divergent.
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2. a>0:

mit g = 21—

Falls |¢| <1 <= konvergenz
d.h. @ > 1 <= konvergenz

3.4 Umordnen von Reihen

Definition 3.47 (Umordnung). Sei Y -, a, eine Reihe und 7 :
Abbildung.

N — N eine bijektive

Dann heillt )7 | ar(n) = ar(1) + @r(2) + ... eine Umordnung der Reihe Y7 | a,.

Beispiel 3.48.

i(_l)nﬂ 1 1+1 1+ k iert
~ 72  =1-— -+ - — -+ ... konvergiert.
~ n 2 3 4 &
Umordnung;:
1 +1 1 1+1 1+1+1+1 1 1
3 4 5 7 6 9 11 13 15 8
>44>1
+...+ ! + L +...+ ! .
m+1 243 7 2n42n—1) 242
>2n-1 2n+11 1 >4

divergiert!

(—1)n+!

2z

konvergent, aber nicht absolut konvergent, deshalb kann eine Umordnung die Kon-

vergenzeigenschaften drastisch d&ndern !!!

Satz 3.49 (Umordnungssatz). Sei > -

n—1 0n eine absolut konvergente Reihe.

Dann konvergiert jede Umordnung dieser Reihe absolut gegen denselben Grenzwert.

Beweis. Forster.

O

Bemerkung 3.50. Ist Zzozl an, eine reelle Reihe, welche konvergiert, aber nicht absolut, so gibt
es zu jedem ¢ € R oder ¢ = +0o eine Umordnung > 7, ar(n), welche gegen ¢ € R konvergiert
(oder divergiert).
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3.5 Das Cauchy-Produkt von Reihen

Satz 3.51 (Cauchy-Produkt). Seien > a, und Y b, absolut konvergente Reihen.
Fiir n € Ny sei ¢,, definiert durch

n
Cp = Z arbn_r = agb, + a1b,_1 + ...+ aybg.
k=0

Dann ist die Reihe Y- ¢ absolut konvergent mit >~ 27 cx = (300 g an) (e bn)

Beweis. Forster. O

Bemerkung 3.52. Die Voraussetzung der absoluten Konvergenz ist wichtig:

o0 oo ) (_1)1’L
Qnp, b, mit a,, :=b,, == .
konvergieren, aber ihr Cauchy-Produkt:

n
Cp = E akbn,k, n € Ny.
k=0

divergiert
Beweis. durch Ubung. O
Beispiel 3.53. Fiir z,y € C gilt

exp(x +y) = exp(x) - exp(y).

Beweis.
o0 ’In o) yn
() =3 ey =S L
n=0 " n=0

Bilde Cauchy-Produkt

k=0
n .I‘k yn—k
- kZ:O K (n—k)!
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Korrolar 3.54. (i) Vz € C gilt (exp(z))™! = exp(—2)
(ii) Vz € R gilt exp(x) >0
(iii) Vn € Z ist
e-e-...-e n >0
exp(n)=e"=<et.el-....e7t n<O0.
1 n=20

Beweis. (i) exp(—=z)-exp(z) = exp(—z + z) = exp(0) =1
(ii) Firz e R,x >0istexp(z) =14+2+...>0

Fiir z < 0 ist (exp(x))™! = (exp(—z)) > 0 = exp(z) > 0.

(iii) Zz.: exp(n) =e™ Vn eN
Vollsténdige Induktion:
n=1:exp(1l) = e nach Definition
n—n+1:exp(n+1)=exp(n) exp(l) =¢"-e=e""
Fir n € Z mit n < 0 gilt:

1

n

(exp(n))~! =exp(—n) =e™™ = exp(n) =e

3.6 Potenzreihen

Definition 3.55. Eine Potenzreihe um den Entwicklungspunkt zy € C ist definiert durch
Z an(z — 20)",z € C.
n=0

an € (C,VTL € Ny

Beispiel 3.56 (Exponentialreihe). > >/ -L2" mit Entwicklungspunkt 0 € C konvergiert fiir
vz e C.

Definition 3.57 (Konvergenzradius). Zur Potenzreihe Y7~ ax(z —z)* definiere den Kon-

vergenzradius p durch
1

pi= = —
hm Supn%oo v ‘a’n‘

Satz 3.58. (i) Y07, an(z — 2z9)"™ konvergiert absolut Vz € C mit |z — 29| < p

n=1
(i) >207, an(z — 20)" divergiert fiir Vz € C mit |z — 20| > p

n=1

(iii) fiir |z — zo| = p ist keine allgemeine Aussage moglich.

Beispiel 3.59. fiir Aussage (iii)
& x x
> @ > % > %2
k=1 k=1 k=1

divergent fiir |z|=1 div fiir z=1, konv fiire=—1 konvergent fiir |z|=1
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p =1 fiir alle Reihen.
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Kapitel 4

Funktionen und Stetigkeit

Definition 4.1 (Funktion). Es sei D C R eine nichtleere Teilmenge. Eine reellwertige oder
komplexwertige Funktion auf D ist eine Abbildung:

f:D—R bzw. f:D—C.

Fiir zwei Funktionen f,g: D — R(oder C) definieren wir

(f +9)(x) = f(x) + g(x)
(f = 9)(x) = f(x) — g(x)
(f - 9)(@) == f(x) - g(x)

f(x)

<£) =y x)

4.1 Grenzwerte bei Funktionen

Definition 4.2 (Beriihrpunkt). Sei D C R. Ein Punkt ¢ € R heift Berithrpunkt von D,
falls in jeder 6-Umgebung von a, d.h.

Us(a) :=la — 6,a+ 6= (a — 0,a + 9).

mindestens ein Punkt von D liegt, d.h.

la—d,a+3[ND£0 V5> 0.

Beispiel 4.3. 1. a € D = a Beriihrpunkt von D
2. D =]0,1], 0 ist Beriihrpunkt von D, denn V§ > 0] —4,5[N]0,1[# 0, da d >0
3. D =1,2],0 ist kein Beriihrpunkt von D, denn z.B. fiir § = 1 :

|- 5 5lnL2) =0,

52
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Lemma 4.4 (Aquivalente Definition von Beriihrpunkten). a ist ein Beriihrpunkt von D
<= 3 Folge (an)nen C D mit lim, o ayp = a

Beweis. durch Behauptung O

Definition 4.5 (Grenzwert bei Funktionen). 1. Sei f : D — R, D C R und z( sei ein
Beriihrpunkt von D. f hat in 2y den Grenzwert (oder limes), yo € R, falls

Ve>0 36>0:|f(x) —yo| <e VzeD,|x—mxo <.

Schreibweise:
lim f(z) = yo.

T—To
Yo ist eindeutig bestimmt.

Yo kann von D abhéngig sein und man schreibt daher zur Verdeutlichung ein =z € D
darunter.

2. Sei z ein Beriihrpunkt von D N ]z, co[. Dann hat f in z¢ den rechtsseitigen Grenzwert
yo hat, falls
lim x € DN|xzg, oo[f(x) = yo.

Tr—rxo
Schreibweise
1im+ f@)=yo
Tz
lim f(x)=yo.
Jm () =wo

3. Sei zg ein Beriithrpunkt von DN|—oo, zo[. Dann hat f in zy den linksseitigen Grenzwert

Yo, falls
lim x € DN|xzg, oo[f(x) = yo.
Tr—rTo
Schreibweise:
lim f(z) = yo
x-)xo
li = 1p.
Jim f(@) =wo

Beispiel 4.6 (Heaviside Funktion). H : R — R, def. durch

1 >0
H(z):=q3 z=0.
0 =<0
Fiir 29 > 0 gilt lim, ., H(z) = 1.
Beweis. Sei e > 0, wihle ¢ := %2 > 0. Dann gilt
|[H(z)—1=0<e VxeRﬂ]xo—%,xo—&—%[.
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Analog finden wir, dass fiir 2o < 0 gilt lim,_,,, H(z) = 0.

lim,_,g H(x) existiert nicht!

Beweis. Angenommen: lim,_,o H(z) = yo.
Dann wéhlen wir € = i, dann ex. § > 0 mit
1 .
|H(z) — yo| < 1 Vz mit z € | — §,4].

= 1=|H(=0) — H(6)| < |H(=6) — yo| + |yo — H(8)| < } + § = 3 Widerspruch!
= lim,_,o H(x) existiert nicht.
Es gibt lim, ~o H(z) = 0 und limg~ o H(x) = 1, weil

|[H(z) —0|=0 Vze]-4,0]
|[H(z) -1 =0 Vz€]0,0.

Lemma 4.7 (Restgliedabschétzung der Exponentialreihe).

exp(x Z Z —|— Ryi1(x).

, d.h.
oo xn
Rn-i-l( ) = Z H
n=N+1
Fir R, 11(x) gilt
R 2™y 2 NeN
n 2 ) < )
R (&) < 270, Vil €Ny
Beweis.
— " |zNt |z| ||
n = 1
1 (2)] = n:zzv:+1”' NIl U T2 (N—|—2)(N+3)+

2 3
o b (sl 2l N (el Y
(N +1)! N+2 N+2 N +2

|m|n+1 +

(N +1)! 2
\x|N+1 i 1\*

(N+1)! — 2
|$‘N+1

(N+1)

1

=2

Beispiel 4.8.
lim exp(x) = 1.
z—0
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Beweis. Sei e > 0, wihle ¢ := §. Dann gilt Vo € | — £, £, wobei O.B.d.A. § < 1, dass

‘$|0+1

lexp(z) = 1] = [Ro1| < 2- W

e €
=2 2. - == .
|z| < 1 2<5

Lemma 4.9 (Folgenkriterium). Sei f: D — R, D C R und z( ein Berithrpunkt von D.
Dann gilt

lim f(z)=yo <= VFolgen (zp)neny C D mit lim z, =z gilt lim f(z,) = yo.
n—oo n—oo

Tr—>T0o

Beweis. o , =" Sei (Tp)nen C D mit lim,, o0 z,, = Tp.
Zu zeigen: lim,,_, o f(zg) = yo. Sei also € > 0, nach Def. von lim,_,,, f(z) existiert ein
6> 0, s.d.
|f(z) —yo| <e VaeDmit |z — x| <.
Zu § > 0 ex. ein Index ns € Nmit |z, — x| <& Vn > ns.
= [f(zn) — %ol <& Yn>ns
= lim, 00 f(2n) = Yo

e , <— 7 Zu zeigen.: lim,_,,, f(z) = yo, d.h.
Ve>030>0:|f(x) —y| <e VYreD:|z—ux <.

Angenommen das gilt nicht.

Dann Jeg > 0, s.d. V6 > 0 ein « € D mit | — x¢| < d und |f(z) — yo| > €o.

= Fir alle n € N 3z, € D mit |z, — 20| < % und |f(z) — yo| > €0

— Diese (z,)nen definieren eine Folge mit lim,,_, oo z,, = 2o, aber |f(x,)—yo| >0 Vn €
N

= f(=x,) konvergiert nicht gegen yo. Widerspruch!

—> Annahme ist falsch = Behauptung

4.2 Stetigkeit

Definition 4.10 (Stetigkeit). Sei f: D — R, und a € D. f heift stetig im Punkt a, falls

lim (x) = f(a).

r—a

f heifit stetig in D, falls f stetig in a ist Va € D.

Aquivalente Definitionen

Definition 4.11 (Stetigkeit per € / § Argument). f ist stetig in a <=

Ve > 036 >0 mit |f(z) — f(a)] <e VzeDmit|z—al <.
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Definition 4.12 (Stetigkeit mit Folgen). f ist stetig in a <=

V Folgen (zp)nen in D mit lim z, = a gilt, dass lim f(x,) = f(a).

n—oo n—00

Definition 4.13 (Stetigkeit mit Bild). f ist stetigin a <= Ve > 036 > 0 s.d.

f(Us(a)) C1f(a) — ¢, f(a) + e[ = U:(f(a)).

Beispiel 4.14. (1) Konstante Funktionen und die Identitét sind auf ganz R stetig.
Konstante Fkt.: Wihle § beliebig, da

VeeR: |z —a|<d = 0=|f(z)— f(a)| <e.
Bei der Identitédt: Wihle § := ¢ > 0, denn
VeeRmit [z —a|<d=¢ = |f(z) - fla)] =]z —a| <e.
(2) |-|: R — R ist stetig auf R. Das folgt aus Rechenregeln fiir Folgen,
f(@n) = fla),n =00 = |f(zn)| = |f(a)].
(3) exp: R — R ist stetig auf ganz R.
Sei a € R. Sei (zp,)nen Folge mit

lim z, =a = lim (z, —a) =0.
n— oo n— o0

Aus lim,_,g exp(z) = 1 folgt lim,,_, exp(z, —a) =1

= lim exp(z,) = zlnlgla (exp(a) + exp(n — a))) = exp(a) - 1 = exp(a).

T—ra

Folgerung: Sei f: D — R stetig in a € D und f(a) # 0. Dann 3§ > 0 mit f(z) # 0 fiir alle
z € DNla — §,a + ¢, d.h. es ex. Umgebungen von a, s.d. f(z) # 0 fiir alle Punkte in dieser
Umgebung.

Beweis. Wihle ¢ := L9l > 0. Dann 36 > 0 mit |f(z) — f(a)] < e Vo € D mit |z —al| <0.

4
— @) 2 £@)] - | £&) ~ f@)] > @)~ L =3 pa) >0
Ve € D mit |z —a| < d O

Satz 4.15. 1. Essei f,g: D — R stetigin @ € D. Dann sind A\f + ug VA, p € R, f-g
und falls g(z) # 0 Ve € D 5 stetig in a.

2. Sei f stetigin a € D mit f(D) C D C R und h: D — R stetig in f(a). Dann ist die
Komposition (ho f): D — R, (ho f)(z) := h(f(z)) stetig in a.

Beweis. 1. folgt aus Rechenregeln fiir konvergente Folgen. z.B.: (z,,),en eine Folge in D mit
lim,,—yoo £, = a. Dann

(f +9)(a) = lim (f +g)(zn) = lim f(zn)+ lim g(z.) = f(a) +g(a).
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2. Sei (zp)nen Folge in D mit lim, o 2, = a. Dann:

lim  f(z,) =b=: f(a).
—_

n—oo
yn:=f(xn)

(yn)nen Folge in D. Aus Stetigkeit von h in b folgt:

lim h(yn) = h(b) = lim h(f(zn)) = h(f(a)).
M= 00 " s

n—o00
(hof)(zn)

Beispiel 4.16. 1. Alle Polynome
n
flx) = Z apxh.
k=0
sind stetig in R.
2. Rationale Funktionen 5 mit Polynomen f, g (g # 0) sind stetigin D := {x € R | g(z) # 0}.
3. f stetig in D, dann ist auch |f|: D — R stetig, als Komposition: (|- |o f)(z).
4. Heaviside Funktion ist stetig Vo € R\ {0}.
5. Dirichlet-Funktion f: R — R

_J1 zeQ
f(x){o zE€R\Q

ist in keinem Punkt stetig.

Beweis. Sei a € Q. Es existiert eine Folge

V2

Ty =a+— € R\ Qmit lim z, =a.
n n—o0

aber
lim f(z,) =04 1= f(a).
n—oo :’0_/

Sei a € R\ Q. Es ex. eine Folge von rationalen Zahlen z, mit lim, o 2, = a. z, € Q
V¥n € N (Konstruktion von reellen Zahlen) es gilt

lim f(e,) =14 0= f(a).
(e SRS

=1



58 KAPITEL 4. FUNKTIONEN UND STETIGKEIT

4.3 Weitere Eigenschaften stetiger Funktionen

Definition 4.17 (offene, abgeschlossene, kompakte Mengen). Eine Menge D C R heifst
offen, falls Vx € D Jr > 0 mit

B.(z):=]x —r,x+r[C D.
d.h. jeder Punkt besitzt eine Umgebung, welche ganz in D liegt.

Eine Menge D C R heifit abgeschlossen, falls die Grenzwerte von konvergenten Folgen aus
D wieder in D liegt, d.h. (2,)nen in D mit lim,, 00 2, = 29 = a9 € D.

D C R heifst kompakt, falls D beschrinkt und abgeschlossen ist. (beschrénktdéf'HC > 0 mit
|z| < CVx e D)

Beispiel 4.18. 1. ]0,1[ ist offen. Vz € ]0, 1[ setze r := imin{z,1—2z}. Man kann zeigen, dass
Br(x) €0, 1]

J0, 1] ist nicht abgeschlossen, weil () _ C]0,1[. mit ;- — 0 ¢]0, 1].
2. [0,1] ist kompakt. z € [0,1] = |z| <1 = [0, 1] beschrénkt.

Sei (2 )nen in [0, 1] mit lim,, o 2, = 9. Dann gilt
0<z,<1 vy ndwich <z9<1 = x9€]0,1] abgeschlossen.
[0, 1] ist nicht offen, da 0 € [0,1], aber | —r,r[ Vr>0

——
B(0)Z[0,1]

3. R ist offen, abgeschlossen aber nicht kompakt.

Lemma 4.19 (Folgenkompakt). D C R ist kompakt genau dann wenn, alle Folgen (2, )nen
in D eine konvergente Teilfolge enthalten mit Grenzwert in D.

Beweis. e . = 7 Sei (2, )nen eine Folge in D, Folge (2, )nen beschrinkt = nach Satz von

. .. . . D abgeschl
Bolzano-Weierstraf existiert eine konvergente Teilfolge (x,,, )ren C D Offrerrllkﬂoo Tp,, €

D

e , <" Angenommen. D ist unbeschrénkt, d.h. Vn € N 3z,, € D mit |z,| > n.

Dann enthélt (x,)nen keine konvergente Teilfolge, weil alle Teilfolgen unbeschriankt sind.
Widerspruch = D ist beschrankt.

Bleibt zu zeigen: D ist abgeschlossen. Sei (z,)neny in D mit x, — x9,n — oo. Nach
Voraussetzungen existiert eine konvergente Teilfolge von (x,,),en mit Limes in D. Da alle
Teilfolgen ebenfalls gegen xy konvergieren folgt, dass x¢ € D.

O

Satz 4.20 (Das stetige Bild kompakter Mengen ist kompakt). Sei f: D — R stetig mit
D C R kompakt. Dann ist f(D) = {f(x) | x € D} kompakt.

Beweis. Zu zeigen: f(D) ist kompakt. Sei (yn)nen eine Folge in f(D). Dann ex. eine Folge
(Zn)nen C D mit f(x,) =y, Vn € N (f stetig).
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D kompakt = 3 Teilfolge (2, )reny mit limg_ o0 T, = xg € D.
f stetig = f(a,,) = Yny, — f(zo) € f(D).
~—~
Teilfolge in f(D)
O

Definition 4.21 (Supremum, Infimum, Maximum, Minimum reellwertiger Funktionen). Sei
f:D—=R, DCR.

sup f(z) kleinste obere Grenze der Bildmenge By := {f(z) | « € D}
zeD

==sup By :=min{f € R |y < Yy € By}.
12]fjf(x) :=inf By :=min{f e R |y < S Vy € By}.
Falls By := f(D) beschrénkt ist, dann 3 inf und sup.
Tmin € D heiflt Minimum, x,,,x Maximum von f, falls

inf f(z) = f(@min) = min f(x)
sup f(r) = f(Tmae) =: max f(x)

Satz 4.22. Stetige reellwertige Funktionen nehmen auf kompakten Mengen ihr Minimum
und Maximum an, d.h. f: D — R stetig, D kompakt, dann ex. Zyin, Tmar € D mit
f(@min) = inf {f(z) |z € D}

f(@maz) = sup {f(2) |z € D}

Beweis. Folgt aus Satz. Zunichst f(D) ist beschrankt, d.h. dass Supremum und Infimum von
f(D) existieren. Nach Definition von s := sup {f(x) | x € D} ex. eine Folge (z,)nen in D mit
f(zn) = s,n — 0. (n)nen hat eine konvergente Teilfolge (zn, )ken mit Tn, — Tmaz, & — 00,
Tmaz € D.

= f(zn,) = f(Tmaz), k = 00

=—> Behauptung fiir Supremum O

Satz 4.23 (Zwischenwertsatz). Sei f: [a,b] — R stetig mit f(a) # f(b). Dann gibt es zu

kompakt
jedem y zwischen f(a) und f(b) (x) mindestens ein ¢ € [a,b] mit f(c) = y.

* dh. fa) <y < f(b) falls f(a) < f(b), sonst f(b) <y < f(a))

Beweis. Sei f(a) <y < f(b) (die Félle y = f(a) oder y = f(b) sind trivial). Betrachte g(x) :=
f(z) —y. g(z) stetig und g(a) < 0, g(b) > 0.

Wir suchen die Nullstelle ¢ € [a, b] mit g(c) = 0 mit dem Intervallschachtelungsprinzip in R.

Starte mit Iy = [ag, bo] := [a, b], es gilt g(ao) - g(bo) < 0. Sei ¢ := 5(ap+bo) der Mittelpunkt von
[ag, bo]. Falls g(co) = 0, dann ist ¢y Nullstelle von g(z). Sonst setze

_ _ Jlao, co] fiir g(ao)g(co) <0
ho=lanbl= {[Co,bo] fiir g(co)g(bo) <0
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Es gilt g(a1) - g(b1) < 0 und |ag — by| = $|ao — bo| usw.

Nach endlich vielen Schritten erhalten wir entweder eine Nullstelle ¢, von g(x). Dann ist ¢ =
¢n, oder eine unendliche Folge von geschachtelten Intervallen I, = [a,,b,], n € N mit den
Eigenschaften g(a,)g(b,) < 0 und

1

1 n
|bn — CLn| = §‘bn_1 —Aap-1|=...= (2) |b0 — a0|.

wird konstruiert. =—

(oo}
de = m I, und ¢ = lim a, = lim b,.
1 n—oo n—oo
n=

Nach Konstruktion g(a,)g(b,) < 0. Wegen der Stetigkeit und den Eigenschaften des Limes gilt
9(an)g(bn) = g(c)g(c) <0,n — o0
= g(c)=0 O

Bemerkung 4.24. 1. Bisektionsverfahren zur Berechnung einer Nullstelle einer stetigen Funk-
tion funktioniert wie im Beweis des Zwischenwertsatzes.

2. Eine stetige Funktion f: [a,b] — R mit Bildbereich B C [a,b] besitzt einen ,Fixpunkt”,
d.h. 3¢ € [a,b] mit f(c) = ¢ (Folgt aus Beweis des Zwischenwertsatzes mit g(z) = f(x) —x

3. Sei I C R ein Intervall und f: I — R stetig, dann ist f(I) ebenfalls ein Intervall. Konven-
tion: f = a konstant, dann f(I) = [a, a).

Beweis. Setze B := sup{f(z) | « € I} falls f nach oben beschrinkt, sonst B := oo und

A = inf{f(x) | z € I} falls f nach unten beschrénkt, sonst A := —oo. Sei y € R mit
A < y < B. Nach Definition Jzg, 21 € I mit f(zg) <y < f(x1).
7ZWS

= Jrelmit f(z)=y
= |A, B[ C f(I). Damit:

f(1) € {]A, B[, [A, B[,]A, B], [A, B]}.

O
Definition 4.25 (Monotone Funktionen). Sei D C R, f: D — R.
monoton wachsend fz) < f(2))
£ heift streng monoton wachsend f(z) < f(z') Vo2’ € D mit ¢ < 2.
monoton fallend f(x) > f(a)
streng monoton fallend f(z) > f(z')

Satz 4.26 (Stetigkeit der Umkehrfunktion). Sei I C R ein Intervall und f: I — R eine
stetige streng monoton wachsende (streng monoton fallende) Funktion.

Dann ist f: I — f(I) bijektiv und f=!: f(I) — I ebenfalls stetig und streng monoton
wachsend (bzw. fallend).

Beweis. f(I) ist wieder ein Intervall, f ist streng monoton =— injektiv = f: I — f(I)
bijektiv, d.h. 3f 1.
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Auferdem f(z1) < f(x2) =

U f(z1) =21 < a9 = f7H(f@2)  f wachsend
U f(z) =21 > 20 = f_l(f(“) f fallend

= f~! auch streng monoton wachsend (bzw. fallend).

Zu zeigen: f~': f(I) — I ist stetig. O.B.d.A. f wachsend (sonst — —f ). Sei yo € f(I) mit
xo := f~1(yo) und € > 0.

1. Fall: z( ist kein Randpunkt, sei € > 0 so klein, dass Jzo — &, 20 + €[ C I. Dann
y— = f(wo —¢) <yo < f(zo+e) =tys.

Definiere § := min(y+ — yo,y0 — y—). —

Bs(yo) C ly—,y+ VCVSf]»’CO—€7JU0+€[ |7t = ' yo — 6,90 +6)) € fH(f(Jmo — &, w0 +£[) =]zo — &, w0 + €]

— f~! stetig in 3 nach Definition.

2. Fall: zp ist Randpunkt = 1y ist Randpunkt. Gleiche Argumentation wie oben mit [xg—¢, z¢)
bzw. [LC07 T + 8] O
Beispiel 4.27. 1. Wurzeln sind stetig

Fiir k£ € N ist die Funktion f : [0, 00[— [0,00[, f(x) := 2* streng monoton wachsend und
surjektiv.
= Die Umkehrfunktion f~1: [0, 00[— [0, oo[ ist stetig und streng monoton wachsend mit

Fl @) = Ve

2. In ist stetig

Satz 4.28 (Logarithmus). exp: R — R,  — e® ist streng monoton wachsend mit exp(R) =
10, 00[. Die Umkehrfunktion In: ]0,c0[— R ist stetig, streng monoton wachsend und heift
natiirlicher Logarithmus. In(xz) = log, ().

Es gibt die Funktionalgleichung

In(z-y)=Inz+1Iny Ve,y €]0,c0.

Beweis. f(z) = exp(z) = QIDEAZZ.;O JICTT

1. e® ist streng monoton wachsend, weil fiir k& > 0 gilt e > 1 und fiir z < 2’ folgt 3h > 0 s.d.

¥ =x+h.

— e? <e”. el =e" = e injektiv
1
>

2. €® surjektiv, weil: Sei a € R beliebig. Folge (€™),en divergiert strikt, da e > 1 = Folge
(e 7™)nen ist eine Nullfolge.

= dneNmite " <a<e™

Die Exponentialfunktion ist auf R und auch auf [—n,n| stetig a2 3 e [-n,n], s.d.

e¢ =a = €* surjektiv
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3. Nach Umkehrfunktionssatz folgt In(x) ist stetig und strikt monoton wachsend V[e™",e"]
Vn € N
= In: |0, co[— R stetig und streng monoton wachsend.

4. Zz.:In(x-y)=Inz+Iny.
Fiir x, y gilt

exp(lnz +Iny) = €M% . MY = 2.y | In

— In(e™*Y) = Inz + Iny = In(z - y).

Definition 4.29 (a¢”). Fir a > 0 wird die Funktion exp,: R — R mit 2 — a” definiert
durch

exp, (z) := a® := exp(zlna) = e*,

Lemma 4.30 (Eigenschaften von a*). Sei a > 0 :

1. exp,: R — R ist stetig
2. expy (2 +y) = exp,(2) - expy(y) Yo,y €R

3. exp,(n)=a"=a-a-a-...-a neN
~—_——

n—mal
4. exp,(n) =a" neZ
5. exp, (%) =a? VYp€Z,qgeN
6. a®-a¥ = a®tY
7. (a®)¥ =a"V
8. a®b" = (ab)® b>0,z€R
9. L =4 VzecR

a®

Beweis. trivial. O

4.4 Gleichmafiige Stetigkeit

Definition 4.31 (gleichmifige Stetigkeit). Eine Funktion f: D — R, D C R heifst gleich-
milig stetig auf D, falls gilt:

Ve > 036 > 0 mit |f(z) — f(y)| <e Va,y € D mit |z —y| < 0.

Bemerkung 4.32. 1. Jede gleichmifige stetige Funktion auf D ist auch stetig
2. Unterschied zwischen stetig und gleichméfig stetig:

e stetig: 6 hingt von ¢ und z ab
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o gleichmifig stetig:  hdngt nur von € ab
Beispiel 4.33. f:]0,1] — R mit f(z) =1

f stetig, aber nicht gleichméfig stetig.

Beweis. Wihle e = 1. Angenommen: 3§ > 0 mit |f(z) — f(y)| < 1 Vx,y €]0,1] mit |z — y| < J.

In € Nmit L < 6. Firz := 2 und y := - gilt [z —y| = |2 — L] = |5| < 4, aber
|f(z) = f(y)] = |n — 2n| = n > 1. Widerspruch O

Satz 4.34. Auf kompakten Mengen (Intervallen) gilt: stetig <= gleichmé&Rig stetig

Sei f: D — Rund D C R kompakt. Dann ist f gleichmé&fig stetig.

Beweis. Ang. f ist nicht gleichmifig stetig. Dann Je¢ > 0 mit VYn € N Jz,,y, € D, s.d.
|Tn — yn| < % und |f(zn) — f(yn)| > €0

Folgenkompakt = 3 konvergente Teilfolge (xn, )ken, Tn, — p € D.

k — oo. Dann konvergiert auch (yy, )xen gegen p, d.h. y,, — p,k — oo (weil |z, — yn, | < nik
= €0 < |f(zn,) = f(yni)| = |f(p) = f(p)| = 0. Widerspruch O

Definition 4.35 (Lipschitzstetigkeit). Eine Funktion f: D — R heifst lipschitz stetig auf
D, falls 3 Konstante L > 0 (sog. Lipschitzkonstante), s.d.

[f(z) = f(y)| < Lz —y| Va,y e D.

Beispiel 4.36. fiir x = 3 nicht lipschitzstetig.

Bemerkung 4.37. Lipschitzstetige Funktionen sind gleichméRig stetig (stérker als gleichméfige
Stetigkeit)
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4.5 Trigonometrische Funktionen

Satz 4.38. Fiir z € R definiere cos(z) := Re(e™®) und sin(z) := Im(e*®). Dann gilt Vz € R.

1. € = cos(x) + isin(x) (Eulersche Formel)

4. cos®(z) +sin®(z) =1

Beweis. trivial. O

Satz 4.39. cos und sin sind stetig.

Beweis. Restgliedabschitzung von exp(x) gilt auch fiir komplexe z € C

R, <o P
Damit folgt fiir eine Nullfolge in C (z, — 0,n — 00,2, € C)
= exp(z,) = exp(0) = 1,n — oo

Mit Funktionalgleichung exp(z - y) = exp(x) + exp(y) gilt fiir eine Folge (z,)nen, 2n — a,n
o0 in C = exp(z,) = exp(a). (z, —a — 0,exp(z, —a) > 1 = lim,_ o exp(2,)
lim,,, (exp(a) - exp(z, — a)) = exp(a))

[

Sei @ € R und z,, — a,z, € R. Dann exp(ixz,) — exp(ia) mit Re / Im (Re(z,) — Re(a),
Im(z,) — Im(a) , z, — ain C.

= cos(zy) — cos(a) und sin(z,) — sin(a)
= Stetigkeit O

Satz 4.40 (Additionstheoreme). Vz,y € R gilt:

1. cos(z +y) =cosz - cosy —sinz - siny
sin(z +y) = sinx - cosy + cosx - siny

2. sinz —siny = 2cos (£f2) - sin (%5Y)

cosz — cosy = —2-sin (5¥) - sin (5¥)

Beweis. 1. Mit e’ = cosz + isinx folgt direkt

cos(z +y) +isin(z +y) = TV = . W
= (cosx + isinx)(cosy + isiny)

= coszcosy — sinzsiny +i (sinz cos y + cos z sin y)

Re Im
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2. Setze u := %ﬂ,v:: Fr=utv,y=u—ov.

sinz — siny = sin(u + v) — sin(u — v)

=sinu - cosv + cosu - sinv — (sinu cos(—v) + cos u - sin(—v))

—=COos v — sinv
. z+y . r—yY
= 2cosusinv = 2 cos wsin ——.
O
Satz 4.41 (Reihenentwicklung Sinus / Cosinus). Fiir alle € R gilt (absolut konvergente
Potenzreihendarstellung)
s 2k 2 4
kT g T
cos(x) Z(—l) k)] 1 51 + 1
k=0
und
oo p2k+1 -
= —1)k = i
sin(e) kz_o( TR 31 5

Beweis. Die absolute Konvergenz folgt als Teilreihe der Exponentialreihe (als Majorante)

Es gilt fiir m € N

1 n =4m

) n=4m+1
-1 n=4m+2’
—i n=4m+3

i =

Es folgt

P N i*
o nl n!

n=0
> p2k+1
k:() 2k + 1)
cos(x) sin(z)
O
Satz 4.42 (Restgliedabschétzung Sinus / Cosinus). Fiir n € Ny gilt
n 2k
cos(x Z _|_ Ropia(x).
k=0
und
n p2k+1
Sln Z 2]€ T 1) + R27L+3(ZZ?).
k=0
mit
|x|2n+2
|R2n+2( )‘ <~ ﬁ fir |£L’| < 2n + 3.
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bzw.
|$|2n+3 .
Beweis. Es gilt
DI pRa
Ronya(z) = -1
k=n+1 (Qk;)'
[ k—
= (_1)"+1ﬂ < Z (_1)k—(n+1)m>
- (_1)n+1ﬂ i(_l)km .
(2n +2)! = (2k + 2n + 2)!
Fir k € N setze
ok @n+2) x2k
T Qk+2n+2)  (2n+3)2n+4)... (2k+2n+2)
22k=2(2n 4 2)!
A1 = o

(2k + 2n)!

damit

1‘2

2k +2n+1)(2k +2n+2)°

ap = ag—1 - (

Es gilt fir |z| <2n+3,k > 1

x? o (@n+ 3)? -1
2k+2n+1)2k+2n+2) — 2n+3)(2n+4) '
- (2n + 3)
2n+3 1
< = —
W= R T on 1 2)!
Leibniz
=
(o)
> (—1ay.
k=0
konvergent mit
O0<l—a;4+as—as+aqg—...<1.
>0 >0 >0
<1
=
|x|2n+2 .
Genauso fiir Ray,+3(x) (Sinus). O

Lemma 4.43. Sinus und Cosinus Funktionen haben das folgende Verhalten

lim sin(x)

x—0 x

=1.
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lim cos(x) — 1 o
x—0 €T
Beweis.
sin(z) _ 22 gt
v 1‘ =gty !
sin(x)
> 22k—1
= -1 k
k=1
lz|<1 0 1
<
< || Z GEt )| = || - e
k=1
=
sin(z) 1‘ <la-e
T
—0
—0
genauso fiir lim,_,o cos(z)—1 -

x

4.6 Die Zahl =

Ziel: Analytische Definition von 7 € R.

Satz 4.44 (und Definition). Die Funktion cos: [0,2] — R hat genau eine Nullstelle im
Intervall [0, 2], welche mit 7 bezeichnet wird (7 := 27 ).
Beweis. in 4 Schritten.
Schritt 1 / Lemma 1: cos(2) < —4.
Restgliedabschétzung liefert (|x| <5 )
cos( )*1fx—2+R( ) mit |Ra( )|<@
X 9 A\ T A\ )| = o .
- 2 1
cos(2) =1—-2+ Ry(2) <—-14-=—2
—— 3
<33=3
Schritt 2 / Lemma 2: sin(z) > 0 Vz € )0, 2|
Es gilt
. Rg(l') Rg(l') |x|§<~’cS4 2
- Ra(z) = 2(1 <2
sin(z) =« + R3(z) = z(1 + . ) — 1S %6 <573
—
4 Falo) >1
T 3
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Schritt 3 / Lemma 3: cos : [0,2] — R ist streng monoton fallend.
Sei 0 <y <z < 2. Dann gilt

cos(x) — %%Ctilt/i)mgmj%g% (x ; y) sin (1‘ ; y) < 0.

>0 >0

Schritt 4 (Beweis der Definition von 7 ) cos(0) = 1 (nach Definition).

Zwi]schenwer atz

cos(2) < 3 =3z € [0, 2] mit cos(zp) = 0.

Nach Lemma 3 ist zg eindeutig. O
Korrolar 4.45 (Spezielle Werte von exp). Es gilt: e'3 =i, '™ = —1, ¢!'5 = —i, 2™ =1
Beweis. Ubung,. O

Korrolar 4.46 (Eigenschaften Sinus / Cosinus). Vo € R gilt:

(i) cos(x + 27) = cos(x) sin(x + 27) = sin(x)
2m: Periodizitét
(ii) cos(z + 7) = —cos(z) sin(z + 7) = —sin(x)
(iii) cos(z) = sin(§ —x) sin(z) = cos(§ — )

(iv) Nullstellen von sin / cos.
{r e R|sinz =0} = {x = knlk € Z}
{r eR|cosz =0} ={z = (k+ )|k € Z}

Beweis. folgt aus den Additionstheoremen, der Definition von 7, den speziellen Werten von exp

X 0| 3| % 2m
und folgender Tabelle cosz | 1|0 | =1 |0 1 . O
sinmz |01 |0 -11]0

Korrolar 4.47 (e¢* =1). Es gilt {z € Cle* = 1} = {i2nk|k € Z}

Beweis. ohne Bewelis. O

Definition 4.48 (Tangens, Cotangens). (i) Die Tangensfunktion

1
tan:R\{x:<k+2>w|k€Z}—>R

ist definiert durch

sinx

cosx
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(ii) Die Cotangensfunktion
cot :R\{x=kr|keZ} >R

ist, definiert durch

Abbildung 4.1: tan(x)

Abbildung 4.2: cot(x)

Definition 4.49 (Arcusfunktionen). (i) cos: [0,7] — [—1,1] ist streng monoton fallend
und bijektiv. Die Umkehrfunktion heifst Arcus-Cosinus.

arccos : [—1,1] — [0, 7].

(i) sin: [-Z,Z] — [-1,1] ist streng monoton wachsend und bijektiv. Die Umkehrfunk-

tion heiflit Arcus-Sinus.
. T
arcsin : [-1,1] — [—§, 5] .

(iii) tan: ] — %, Z[— R ist streng monoton wachsend und bijektiv. Die Umkehrfunktion
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heifst Arcus-Tangens.

f

arctan : R —] — 57

SF

Satz 4.50 (Polarkoordinaten). Jedes 2 € C liisst sich schreiben als z = 7 - €!?, » € R und
r=|z| € [0,00].

Fiir z # 0 ist ¢ bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von 27 eindeutig bestimmt.

Beweis. Rannacher.



Kapitel 5

Differentiation

5.1 Ableitung

Definition 5.1. Sei f: D — R, D C R, eine Funktion. Definiere Differenzenquotienten in

zo € D.
oty o H )= S

fiir Inkrement h € R mit g + h € D.

Eine Funktion f: D — R heift differenzierbar im Punkt 2o € D mit Ableitung f’(z¢), wenn
fiir jede Nullfolge (hp)nen mit zg + hy, € D die Folge (Dp, f(x0))nen konvergiert.

Bemerkung 5.2. 1. Ist eine Funktion differenzierbar in x¢y € D, so haben die Folgen von
Differenzenquotienten alle denselben Limes.

/ . . f(xo +h) — f(20)
f(wo) = z0+hlé%1 h—0 h ’

2. In anderen Worten: Differenzierbarkeit in zg € D g

3 i L) = (@)
T—To T — X

3. Notationen:

d d d
20 2 o), Lwo)

f'(o),

4. Ist 2y € D ein Randpunkt, z.B.: unterer oder oberer Endpunkt von D = [a, b], dann wird in
der Definition der rechts- oder linksseitige Grenzwert gebildet. Man spricht von der links-
oder rechtsseitigen Ableitung.

f(@) = flxo)

lim —_r 7
x xo oder ztxg T — X

(: <= x < xp,z — x0). Analog fiir die rechtsseitige Ableitung.

5. f heift differenzierbar auf D, wenn sie Vzy € D differenzierbar (bzw. einseitig differen-
zierbar im Falle eines Randpunktes) ist. f heifit stetig differenzierbar, falls die Ableitung
f'+ D — R auf D stetig ist.

71
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6. Differenzierbarkeit bedeutet: Man kann die Funktion f in zq ,,gut” durch eine affin-lineare
Funktion anndhern (affin-linear: Polynom vom Grad 1).

Satz 5.3 (¢ — 0 Sprache). Eine Funktion f: D — R ist in 29 € D differenzierbar mit f’(zg)
<~ Ve>0,30. >0,sd. Vag+h €D, |h| <6 :

f(mo—i_h})L_f(xO) _f/(xO) < e

Beweis. trivial. O

Satz 5.4 (differenzierbar <= linear approximierbar). f: D — R ist differenzierbar in
o € D, genau dann wenn eine Konstante ¢ € R existiert mit

f(@) = f(xo) + ez — o) + R().

Fiir das Restglied R(x) = R(z, o) gilt

lim R(z)

T—To T — T

=0.

In diesem Falle ist ¢ eindeutig bestimmt mit ¢ = f'(zg).

Beweis. ,, =" Sei f differenzierbar mit ¢ = f’(x). Definiere Funktion

R(x) := f(x) = f(xo) — c(x — mo).

Dann gilt
R(x) _ f(x) — f(xo) _ f diff. 0.
T — To T — Xo ~~ z—z0
f'(zo0)

= 0.
r — X r — X9
, d.h.
lim f(@) — f(zo) _
T—To Tr — X
= f'(x0) = c. Limes eindeutig = [ differenzierbar. O

Bemerkung 5.5. Aus dem Satz zur linearen Approximation folgt eine geometrische Interpre-
tation: f(x) kann in z¢ ,,gut” durch eine Gerade approximiert werden.

f(x) = g(x) = fxo) + f'(z0)(x — o).
Der Graph von g ist eine Tangente. Sekante:

f(@o +h) — f(20)

() = f@o) + T

(x — xp).

Tangente:

9(x) = f(xo) + f'(2)(z — zo).
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Abbildung 5.1: f(z) in rot, ihre Tangente (blau) und eine Sekante (lila) im Punkt zo = 1

5,,

Lemma 5.6. Sei f: D — R differenzierbar in xg € D. Dann ist f stetig in xg.

Beweis. Sei f differenzierbar, d.h.

- an) — tim T@) =)

T—To Xr — X

Dann gilt wegen der linearen Approximation:

f@) = f(wo) + f'(zo)(x — wo) + R(x)

R
= f(zo) + f'(z0)(z — mo) + - —(xx)o (x — x0).
Fir x — x( geht
F@) — £(0) = F(w0) (& — w0) + L (4 — )
—_—— T — Xy
—0 —0
—0
dh. f(x) = fzg) LU ¢ stotig. O

Bemerkung 5.7. Umgekehrt gilt das nicht, z.B.: die Betragsfunktion.
Beispiel 5.8. 1. Konstante Funktionen f = c sind stetig differenzierbar mit f'(z¢) = 0 V.
2. Lineare Funktionen f: R — R f = ax sind stetig differenzierbar mit f'(xg) = a Vo, weil

. a(zo+ h) —axo
lim ———————— =q
h—0 h

3. Monomfunktion: f(z) = 2", n € N ist stetig differenzierbar mit f’(z) = na" ! Vz, weil

. (z+h) =2 . (@+h-2)x+h)" P+ (@+R) 22+ (x+h)a 2 4t
lim ——%—— = lim
h—0 h h—0 h
=" a2 4. 4!
n-mal

=na" L
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4. Elementare rationale Funktionen f = 1, x # 0.

T

f'(z) = lim 1 1 1) _ lim la—(z+h) _ lim SN S
hs0h\z+h x) hws0h (x+h)-xz  ho0 (z+h)w 22
—x

5. Betragsfunktion f(z) = |z|

-z x<0’

() = {x e

ist bei x¢p = 0 nicht differenzierbar. % fiir zo = 0 existiert nicht. Allerdings existieren die

einseitigen Ableitungen.

Abbildung 5.2: Betragsfunktion

5,,

6. Exponential-Funktion f(z) = e” ist stetig differenzierbar Va mit f'(z) = e, weil

z+h _ oz h_1
limu:e”lime =e”.
h—0 h h—0

=1
mit
& k h2 h3
ho_ n_ Do
e _Zk!_1+h+2+3!+...
k=0
h 2
e —1 h h h—0
=14+—-—+—+4+...— 1.
h +2+3!+

7. Sinus / Cosinus. mit sin(z) — sin(y) = 2cos 3 (z + y) - sin £ (z — y) folgt
sin'(z) = lim sin(z + h) — sin(x)
h—0 h
2 1 .gin(%
— lim cos (3h + ) -sin(3h)
h—0 h

1 sin(ih

lim cos | =h + x| - lim 1n(2 )

h—0 2 h—0 %
—_—— —

—cos T 51

— COST.
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cos’(x) = —sin(z) folgt analog.

Satz 5.9 (Ableitungsregeln). Fiir die Ableitungen gelten folgende Rechenregeln. Seien
fyg: D — R differenzierbar.

1. Lineare Kombinationen af + (g ist differenzierbar mit
(af + Bg)'(z) = af'(z) + B9 (x).
a, B eR

2. Produktregel

3. Quotientenregel

g(z) #0

Beweis. 1. Z.z.: (af 4 Bg)'(z) = af'(z) + Bg'(x)

(af + Bg)(x1) - (af + Bg)(zo) _ (f(l“l) - f($0)> L5 (9(901) :9(1‘0)>

B0 af(20) + By (20).-

2. Zz: (f9)(z) = f(x)g(x) + f(z)g' (x)
f(@1)g(x1) — f(@o)g(zo) _ flz1)g(x1) — f(@o)g(x1) + f(z0)g(x1) — f(w0)g(x0)

1 — X9 r1 — X
f(x1) — f(z0) ( )9(361) —g(@o)

+ f(zo
— Zo T1 — To

= g(x1)

B2 (o) f(zo) + f(w0)g (o).

g stetig in x¢

3 T (5)’(@ _ ['@)g@)—f(x)g (x)

g% (z)

Fiir f =1:

(;) w0 =t (G )
1 glao) — g(a)

= lim
T—=xT0 T — T r — X
. 1 —
g Sgtlg lim . lim M
z—zo g(x)g(xg) =m0 T — X
1
= - (=4'(20))

9(x0)?
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Nun fiir f beliebig mit Produktregel:

(g) (a0) = (72 a0)

— ) s+ flao) (o )

= f’(xo) [

g(z0)?

O

Satz 5.10 (Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion). Sei f: D — B C R stetige invertier-

bare Funktion mit Inverser
f1:B—D.

Ist f in 7o € D differenzierbar mit f’(z) # 0. Dann ist f~! in yo = f(wo) differenzierbar
mit

(f_l)/ (vo) = f’(lxo) Yo = f(wo).

Beweis. Sei y, = f(n), yo = f(%0), Yn # Yo, Yn — Yo, n — o0. Wegen Stetigkeit von f~! gilt

F n) === £ (o), oder zg 2= ..
=z, =x0
Berechne
f_l(yn) - f_l(yO) _ Tp — T o f(xn) - f(l‘o) ! n—00 , -1
Yn — Yo - fxn) — flwo) ( Ty — T ) (F(wo)) -

O

Satz 5.11 (Kettenregel). Seien f: Dy — R, g: D, — R stetige Funktionen. f in xy €
Dy differenzierbar, g in yo = f(z9) € D, differenzierbar. Dann ist (g o f) : Dy — R
differenzierbar in zy und es gilt die Kettenregel

(g0 f) (w0) = g'(f(20)) - f'(z0).

9()—9(yo) _
Beweis. Definiere die Funktion Ag: D, — R, mit Ag(y) = { y~vo Y7 Yo f(xo).

9'(yo) Y = Yo
g in yo differenzierbar = 3¢'(yo) = limy_,, Ag(y) = ¢'(vo)-

Fiir y € Dy gilt g(y) = 9(y0) + Ag(y)(y — yo). Damit folgt

SR
(90 ) (o)™ lim glf <x>; - iif(wo»
_ lim Ag(f(z)) - lim L&) = F(@0)
T—x x—x0 T — T

g'(f (o)) - f' (wo)-
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Beispiel 5.12. Firz >0

d
L) ==
dac( nz) x
Inx auf )0, oo ist stetig differenzierbar.
1 1 1
' (y) = N
n (y) (em)l er y

Iny =vinu
1
— -y =vhhut+v-In+v-(Inu) =v' Inu+v—2u
u
/ / 1 /
= ¢y =y Inu+v-u)
u

1
— (W) =uv'@Whutv-—u)=u" Inu-v +u"" v u.
u

2242)- Y/ (z—1)3e”
_ @ YEPe

- (z+5)3
Iny=In(z>+2)+ 3(z — 1) +z — 3In(z + 5)

5.2 Mittelwertsatz und Satz von Rolle

Definition 5.13 (globales / lokales Extremum). Die Funktion f: D — R hat in g € D ein
globales Extremum (Maximum oder Minimum), falls gilt f(zo) > f(z) baw. f(zq) < f(z)
Yz € D.

Die Funktion f hat in 29 € D ein lokales Extremum (Maximum oder Minimum), falls 3§ > 0,
s.d. f(xzo) > f(x) bzw. f(xo) < f(z) Yo € Bs(xo) N D = Jxg — d, 20 + ]

Satz 5.14. Sei f: (a,b) = R, a < x¢ < b. Ist f in x( differenzierbar, und ist z( ein lokales
Extremum, dann gilt f/(zo) = 0.

Beweis. Sei g ein lokales Maximum, dann 3§ > 0, s.d. f(z)—f(z) < 0Vx € Jxg—0, zo+d[N(a, b):

o) = i (1S, (L) S

N\(To T — 2o x xo r — X

<0 >0

= f'(x9) = 0. Analog fiir Minimum O

Bemerkung 5.15. 1. a < xg < b ist wichtig! z.B.: f: [0,1] = R f(z) := z. Maximum bei
=1, Minimum bei z = 0 mit Ableitung f'(x) =1 # 0.

2. f'(xo) nur eine notwendige Bedingung fiir ein lokales Extremum, z.B.: f(z) = 22, f'(z) =
322 = f'(0) =0, aber x = 0 ist kein lokales Extremum.
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lokales Maximum

globales Maximum

globales Minimum

-2 lokales Minimum

Abbildung 5.3: Beispiel fiir Extrema

05 1 15

Abbildung 5.4: 23 hat bei z = 0 kein lokales Extremum

Satz 5.16 (Satz von Rolle). Es sei a < b, f: [a,b] — R stetig mit f(a) = f(b), f auf (a,b)
differenzierbar.

Dann ex. ein § € (a,b) mit f/(£) = 0.

Beweis. Ist f(xz) = f(a) Vz € [a,b] = Behauptung V¢ € ]a,b|.

Nun f nicht konstant. [a, b] ist kompakt und f ist stetig, d.h. f nimmt Minimum und Maximum
an. = Imin, Tmax € [a,b] mit f(zmin) = min{f(z) | z € [a,b]} und f(Zmax) = max{f(z) |
x € [a,b]}. Da f nicht konstant = f(2min) < f(a) = f(b) oder f(zmax) > f(a) = f(b).
= Tmin € (a,b) oder Tyayx € (a,b)

Sag14fl(mlllin) =0 oder f’(ﬂ]‘max) =0

=—> Behauptung gilt mit £ = xy,;, oder £ = Tpax- O
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Satz 5.17 (Mittelwertsatz). Sei f: [a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar auf ]a, b[.
Dann ex. ein ¢ € Ja, b[ mit f/(¢) = M.

—a

Beweis. Hilfsfunktion g(x) := f(x) — f(a) — m(x — a) mit m := W Damit folgt g(a) =
g(b) = 0 E2"5¢ € Ja, b mit ¢'(€) =0 = f/(6) - L= —p, O

Satz 5.18 (Monotoniekriterium). Sei f: D — R auf D C R differenzierbar. Dann gilt

(i) f monoton wachsend <— f'(x) >0Vx € D

(ii) f streng monoton wachsend <= f'(x) >0Vz € D

Fiir fallende Funktionen ersetze f durch —f.

Beweis. Es gilt Ya < b € D nach Satz 5.17

fiir ein « € ]a, b[. Daraus folgt direkt (ii) und (i, ,, <=")

Fiir (i, , = 7): Betrachte in (x):

_fO)—fla)
= >
I}I—Ig b—a fla)20
>0
O
Satz 5.19. Sei f: D — R differenzierbar. Dann gilt f ist konstant auf D <= f’ =0 auf
D
Beweis. ,, —> " klar.
, <= " Fira<be Dgilt f(b)— f(a) = (b—a) f'(z), z € |a,b = [f(b) = f(a). O

——
=0
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5.3 Hohere Ableitungen und Satz von Taylor

Definition 5.20. Ist f: D — R differenzierbar und f': D — R differenzierbar, dann sagt
man: f ist zweimal differenzierbar und f”: D — R heifst die zweite Ableitung von f.

Analog wird die n-te Ableitung f(™) von f definiert mit f(©) := £, die ,nullte” Ableitung.

Schreibe g N p
T oder <dx> f oder dx”f'

Definition 5.21 (C"™(D,R)). Eine Funktion f: D — R heifst stetig differenzierbar auf D,
falls f auf D differenzierbar und f’: D — R stetig ist. Schreibe f € C'(D,R).

f heifst n-mal stetig differenzierbar auf D (f € C™(D,R)), falls f n-mal differenzierbar und
f): D — R stetig ist.

Bemerkung 5.22. 1. Ist f beliebig oft differenzierbar, dann gilt f € C°°(D,R) bzw. [ ist
glatt auf D.

2. f stetig auf D, dann gilt f € C°(D,R).

3. feC"(D,R) = f stetig auf D V0 < k < n.

Satz 5.23 (Satz von Taylor). Jede Funktion f € C"*1(D,R) lisst sich fiir 2,79 € D nach
Potenzen von (z — x¢) entwickeln:

F(@) = @0) + £l — a0) + L0 o) 4y ) e,

Dabei ist das Restglied Ry,41(x):

(x — xo)" L

mit ¢ ein Punkt zwischen xo und z (£ = zo + 7(x — x0), 7 € (0,1)).

Der Ausdruck

—xo)k.

(k) (g
To(x) = To(f, x,20) := Z ! k(' 0) (x
k=0

heifit Taylorpolynom n-ter Ordnung von f bei xg.

Beweis. Fir z = xq: klar.
Sei © # xy. Betrachte R = R(x, x¢) definiert durch f(z) = T, (f,z,z0) + % - R.
Fir y € D definiere

(z —y)"*!

L)
ely) = f(z) - ];) k,!(y) (r—y)* - Tt

Dann folgt (1) = 0 = ¢(z), ¢ € C*.
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Satz von Rolle
—

3¢ zwischen z und z¢ mit ¢’ () = 0.

(k) n (k) n+ 1)z — &)

— k! — k! (n+1)!
Tel(ikop _fnJrl'(f) (JZ . f)n + (iU —'E)HR
n! n!
)
— R = f"*t1(¢), € zwischen z und z. O

Satz 5.24. Sei f auf einem beschrinkten Intervall (a,b) eine C* Funktion mit gleichmé&fig
beschrinkten Ableitungen.

sup ‘f(”)(x)‘ <M < oo.
z€(a,b)

Dann ist f auf (a,b) analytisch, d.h. Vz, g € (a,b) konvergiert die Taylor-Reihe von f und

es gilt:
f(z) = f: f(k;(!mo) (z — o)k
k=0
Beweis. X
@) T < 2 < Mg,
= Ve >0 In,, s.d. %(b—a)’”rl <e O
Bemerkung 5.25. 1. Eine C'*° Funktion muss nicht analytisch sein.

2. Ist f € C™ mit f(n) =0 auf D, dann ist f ein Polynom vom Grad kleiner oder gleich n—1,
da

f(@) =Th_1(f,z,20) + Rp(z,70) .
=0

Korrolar 5.26 (Lokale Extrema). Sei f € C™(D,R), D = (a,b) und fiir 2y € (a,b) gelte

flwo) = f"(x0) = ... = f""D(zo) =0 und ) (xo) # 0.

Dann gilt

1. Ist n gerade und £ (z9) < 0 bzw. f("(x) > 0, dann ist z( ein lokales Maximum
bzw. lokales Minimum von f.

2. Ist n ungerade, dann ist z( kein lokales Extremum von f (Sattelpunkt, Wendepunkt).

Beweis. Satz von Taylor = f(z) = f(xo) + w(x —20)" £ stetig in zo, ™ # 0 in x

n!

= 30 >0, s.d. f(")(z) #£0 fiir € |z — J, 20 + 0] und hat das gleiche Vorzeichen wie f(™) ().
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(a) f(z) = ° b) f(z) = 22

1. n gerade = (x —x0)" > 0, falls = # xo.

@) = £(a0) + L0

(x —x0)".
—_———
>0

= Wegen [ (z¢) = f™ (&) folgt f(x) > f(x0), falls f(™(zo) > 0 und f(x) < f(x0),
falls f(™) (z0) < 0.

2. n ungerade, wechselt (x — )" das Vorzeichen.

U
Korrolar 5.27. Sei f € C?((a,b),R) und z € (a,b). Dann folgt
(i) xo ist ein lokales Minimum von f = f/(z¢) =0, f"(x¢) >0
(ii) xo ist ein lokales Maximum von f = f/(z¢) =0, f"(xo) < 0.

Beweis. klar. O
Korrolar 5.28 (Hinreichende Optimalititsbedingung). Sei xo mit f'(zo) =0, f”(z¢) > 0.
Dann ist xq ein lokales Minimum.

Beweis. trivial. O

5.4 Die Regeln von de ’Hospital

Ziel: Grenzwerte zu berechnen fiir x — 400 oder f(z) — +o0o0. Grenzwerte vom Typ:

(0 00 - )
—, —,0-00,00 — 00,00, ... .
0" oo

Lemma 5.29 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz). Seien f, g im Intervall [a, b] stetig und in
(a,b) differenzierbar, ¢'(x) # 0 Vz € (a,b). Dann 3 ein ¢ € (a,b) s.d. gilt

Beweis. ohne Beweis. O
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Satz 5.30 (1. Regel von de I'Hospital). Seien —co < a < b < 400, I := (a,b) und
f,9: I — R differenzierbare Funktionen mit

Ty f(w) =0 = lim g(@).

Es gelte ¢'(z) # 0 Vz € I und lim, F@) _ ¢ ceRU {#o00}. Dann gilt:

g'(x)
g(x) #0 Vz € Iund }:%Jgt((g—c.

Analoge Aussagen gelten fiir x \ a.

Beweis. f,gin b stetig = f(b) = g(b) =0. ¢'(x) # 0 = keine weiteren Nullstellen von g in
(a,b), d.h. g(x) # 0 Vz € (a,b).

Wir nutzen den verallgemeinerten Mittelwertsatz. =— 3¢ € (a,b) mit

&) _ fla)
g'€)  glx)
Aus z /b folgt € /b —> Behauptung. O
Beispiel 5.31.
1.
. sinx cosx
3113% z x1—>0 1 1
2.
. sinz . coszw
lim = lim = +o00
N0 T N\O0 2T
3.
I (sinx)? — lim 2sin(z) - cos(z) — lim 2(cos? x — sin?(xz) _q
N0 T2 z\0 2x z\0 2

Satz 5.32 (2. Regel von de I'Hospital). Seien —co < a < b < 400, I := (a,b) und
f,g: I — R differenzierbar mit lim, », g(x) = £oo, ¢'(z) # 0 Vz € I.

: _ (@)
}:I;I%)f(l‘) =400 und ;}% 7

=ceRU{*o0}.

Dann gilt: 3z € I mit g(x) # 0 fiir a < 29 < x < b und

f(x)

m ———
z/ b g(x)

Analoge Aussage fiir x \ a.

Beweis. Rannacher. O
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Bemerkung 5.33. 1. Grenzprozesse fiir x — £o0.

lim @

z—Eoo g(x) ’

Substitution y = %, (y — 0 fiir x — £00).

2. 0—o0
3101;1}7 f(z) =0, gl;im g(z) = 00
f 0
liy f(z)- 9(z) = iy g(gzl )
3. 00— 0
lmy f () = o0, lim g() = oc
1 1 11 0
hm(f(:[:) —9(96)) = lim ( — ) = lim g(z) f(x) LY
z—b z—b (1$) %I) x—b ﬁ . glw) 0
4. f( ) 1, g(x )
f( ) 0, (x)
lim f(x )g(z ?

Logarithmiere f(x)9(*) = A.
InA=g(z) Inf(z).
lim A = exp(lim g(z) - In(f(z)))



Kapitel 6

Integration

Es sei f: [a,b] — R eine Funktion. Ziel: Fliche unter dem Graphen berechnen.

6.1 Riemannintegral

Definition 6.1 (Zerlegungen, Stiitzpunkte). Eine endliche Zerlegung Z von einem (be-
schriankten) Intervall [a,b] ist eine endliche Folge z = (xo,21,...,2y) mit 29 = a < 21 <
... < xp = b. xy heifen Teilungs- oder Stiitzpunkte. Die Intervalle I, = [z4_1,zx] heifen
Teilintervalle. h := maxg—1. p |2x — zp—1| heilt Feinheit der Zerlegung.

Eine Zerlegung mit |z — xx—1| = h Vk heifit dquidistant.

Z(a,b) = Menge aller Zerlegungen des Intervalls [a, ]

Definition 6.2 (Ober- und Untersumme). Sei f: [a,b] — R beschrénkt, d.h. IM € R, s.d.
|f(z)| < M Va € [a,b].

Die Riemannschen Ober- / Untersummen sind

n

Sz(f):= Z sup f(x) - (zr — Tr—1).

k=1 x€ly
bzw. .
Sy(f) = ; nf f(x) - (@k — 2p-1)-
Bemerkung 6.3. Eine Verfeinerung der Zerlegung Z ist eine Zerlegung 2" = (zf,...,z,) s.d.
(0. -y Tpn) C (25,...,20)und b < h. Zu Zerlegungen Z = (zo,...,2,) und Z' = (zg, ..., 2},)

gibt es eine gemeinsame Verfeinerung Z”

(0, -y n) C (XY, Ti)

(TG, .oy xhy) C(xfye . xh))

und A" < min{h, h'}

85
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Bemerkung 6.4. Seien 7y, Z; Zerlegungen und Z; feiner als Zs ist, dann gilt

inf{f(z) | = € [a,0]}-(b—a) < Sz,(f) <S8z (f) < 82,(f) < Sz(f) <sup{f(z) | = € [a,0]}-(b~a).

Definition 6.5 (Ober-/Unterintegral). Das Ober- / Unterintegral von f sind definiert durch

/ f(x)dz .= inf{Sz(f) |z € Z(a,b)}.

bzw.

b
/ f(@)da = sup{S,(f) | 2 € Z(a,b)}.

Lemma 6.6. Sei f: [a,b] — R beschrdnkt. Dann ex. fir f das Ober- und Unterintegral
und fiir jede Folge von Zerlegungen Z, € Z(a,b), n € N mit h,, ——— 0 gilt

n— oo

b )
Jin S5, (9) = [ o< [ fa)do = lim Sz, (5)

Beweis. Rannacher. O

Definition 6.7 (Riemann-Integral). Sind Ober- und Unterintegral fiir eine beschrinkte
Funktion f: [a,b] — R gleich, so heifit der gemeinsame Wert das (bestimmte) Riemann-
Integral fiir f iiber I = [a, b]

/abf(m)dx = /abf(a?)dx = ab f(z)dz.

Die Funktion f heifst Riemann-integrierbar.

Satz 6.8 (Riemannsches Integrabilititskriterium). Eine beschrinkte Funktion f: [a,b] —
R ist genau dann auf I = [a,b] integrierbar, falls Ve > 0 3 Zerlegung Z € Z(a,b), s.d.

1Sz(f) = S4(f) <e.

Beweis. ohne Bewelis. O

Definition 6.9 (Riemann-Summen). Sei Z = (zg, 21, ..., Z,) eine Zerlegung von [a, b] und
Ti—1 ng Sl‘i,i: 1...n.

RSz(f) = f(&) (@i — wi1),
k=1

heifit eine Riemann-Summe von f.

Satz 6.10. Eine beschrénkte Funktion f: I = [a,b] — R ist genau dann R.-integrierbar

n—oo

wenn V Folgen Z,, € Z(a,b) mit h, ——— 0 alle zugehorigen R.-Summen zu dem selben
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Fl&) b ¥ 7Z

a = xq Ti—1 Tig; Tit1 b=xnx

Abbildung 6.1: Riemannsche Summen

Limes konvergieren.

b
RSy, (f) 22 / f(x)dz.
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Beweis. ,, =" Sei f R.-integrierbar. Sei Z € Z(a,b) mit Feinheit h. Dann gilt

Sz(f) < RSz(f) <8Sz(f).
——
VE:(Elu'“vfn)

Aus der Konvergenz |S,(f) — Sz(f)| = 0, n — oS pg oo, fab f(z)dz.

, <" Seien alle R.-Summen konvergent gegen denselben Limes. Sei Z € Z(a,b), ¢ > 0 beliebig.

Offenbar 3 R.-S. RS,(f), RSz(f) s.d. RS,(f) —e < S,(f) und Sz(f) < RSz(f) +e.

Dann

RS,(f) —e<8,(f) <Sz(f)< RSz(f) +e

— ———
ﬂ)f: f(z)dz ﬂ)f: f(z)dz
Wegen ¢ beliebig folgt:
= h—0
|S7(f) = Sz(f)| == 0.

Satz 6.11. Eine stetige Funktion f: I = [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

Beweis. I = [a,b] kompakt = f auch gleichmiRig stetig = Ve >0, 36, > 0, s.d. Vz,z’ €

mit |z — 2’| < 0 gilt |f(z) — f(2')] < e.
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Sei Z € Z(a,b) mit Feinheit h < §., dann

=1 x€l}, x€l}
<e
<& Y (wp—zpo1) =£(b—a)
k=1
= [Sz(f) = S,(f)| = 0,h—0
—> f Riemann- 1ntegr1erbar O

Satz 6.12. Eine beschrinkte monotone Funktion f: I = [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

Beweis. Sei f monoton steigend. Dann gilt f(a) < f(z) < f(b), z € I.
Sei Z € Z(a,b) mit h.

Sz(f) = @k —xp1)(f(x) — flzp) <hZ f(zr-1)) = h(f(b) = f(a)).
k=1

Sei € > 0, dann wéhle h, := w (f(b) # f(a), sonst trivial). Dann gilt fir h < h,

S2(f) = 8(f)| <.

O
Beispiel 6.13. Nicht alle beschrinkte Funktionen f: I — R sind R.-integrierbar, z.B.:
0 z€Q
fx) = :
1 zeR\Q
I=[0,1]. S5(f) =0#1=25z(f).
6.2 Eigenschaften des Riemann-Integrals
Satz 6.14 (Additivitdt). 1. Eine (beschr.) R.-integrierbare Funktion f: [a,b] — R ist
auch iiber jedem Teilintervall [a’, '] C [a, b] R.-integrierbar. Insb. gilt fiir ¢ € (a,b):
b c c
[ t@do= [ paos [ s o)
a a b
2. Ist eine (beschr.) Funktion f: [a,b] — R fiir ein ¢ € (a,b) iiber [a,c] und [c,b] R.-
integrierbar, dann ist f iiber [a, b] integrierbar und es gilt ().
Beweis. ohne Beweis. O

Korrolar 6.15. Eine beschrinkte Funktion f: I = [a,b] — R, welche beziiglich einer
Zerlegung Z = (zo,...,2y) von I stiickweise stetig ist oder stiickweise monoton ist, ist iber
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I Riemann-integrierbar und es gilt

b n oy
/a f(x)dx = kz_l/xkl f(z)dx.

{sinalC x#0

Beispiel 6.16.

f=) =19, et

auf I =[0,1] ist f(x) R.-integrierbar. Auf I hat f(z) eine Unstetigkeit bei z = 0.
Sei € > 0 beliebig. Dann 3§ € [0,1], s.d.

1
sup |f(x)]-d < —e.
z€[0,1] 4

Auf [6,1]f(z) stetig und R.-integrierbar. Dann ex. eine Zerlegung Zs € Z(4, 1), s.d.

|§Z5 (f) _ﬁzé (f)| < %8.

Ergénze Zs; um das Intervall [0,§] = Z € Z(0,1). Und es gilt

1S2(f) = 82(N < 1S2,(f) = Sz, (f)| +2 sup [f(z)] -6 <e.

Satz 6.17 (Linearitéit). Seien f,g: I = [a,b] — R (beschrénkt) R.-integrierbar. Dann ist
af + Bg, a, B € R iiber I R.-integrierbar und es gilt

/:(af + Bg)(z)dx = a/: f(z)dz + 5/:9(33)(13;

Beweis. Es ex. RSz(f) und RSz(g) s.d.

b
tim RS (7) = [ f(@)is

b
lim RSz (g) = / g(x)dx.
h—0 a
0.B.d.A. Z und &, sind gleich fiir f und g. Damit folgt
RSz(af + ag) == RSz(af) + RSz(Bg) = aRSz(f) + BRSz(g)
/ f(x dm+6/ dx—ahmRSZ(f)—i—ﬁ}lbiithSZ(g)
= lim (o- RSz(f)) + lim (3 - RSz(g))
h—0 h—0
= Jim RS;(af) + Jim RS (5g)
= lim RSz (af + B9)
h—0

b
- / (of + By)(z)da
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Satz 6.18 (Monotonie des Riemann-Integrals). Seien f,g: I = [a,b] — R (beschrankte)
R.-integrierbare Funktionen mit g(z) > f(x) Vz € [a, b]. Dann gilt

/a @i > / ' fla)a.

Beweis. Es gilt fir Zerlegung Z und & € I} :
RSz(f) = f&)(wx — zp-1) < Y g(&)(@x — zu-1) = RSz(g).
— k=1

k=1

Fiir h — 0 folgt die Behauptung. O

Korrolar 6.19. Sei f: [a,b] — R (beschr.) R.-integrierbare Funktion, m < f(z) < M.
Dann gilt

b
m(b— a) < / F(@)dz < M(b— a).

Beweis. g=1 — f; ldx = (b — a) Damit folgt

b Satz 6.18 [? b
m(b—a):/ m-de < / flx)de < | Mdx= M- a).
a a a

Korrolar 6.20. Seien f,g: I — R zwei beschr. R.-integrierbare Funktionen. Dann gilt

(a) fi :=max{f,0} und f_ := min{f,0} sind R.-integrierbar

(b) |f] ist R.-integrierbar und es gilt

/ab f(z)dx

(c) Vp €[1,00) ist | f|? R.-integrierbar

< / ' @)de

(d) f- g ist R.-integrierbar.

Beweis. (a) Z € Z(a,b).

(f+) -5
(f=) = 8z(f-)

[VARVAN

0< Sy,
0< Sy,
Falls [S7(f) — Sz(/)] =% 0 = [Sz(f+) — S;(fx)| =% 0 = Beh.

(b) |f] = fr—f 1" f| Ro-integrierbar. £ < |f], —f < [ f(@)dw < [|f(x)|dz =
2 F@da] < 217 @)de.
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(c) Sei M = sup,cpo lf| = 'inegr m integrierbar. 0 < I—A’;l <1 = =zZg.: |f|P integr. fiir
0<f<1
Sei 0 <z <y < 1. Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt

Yy —aP =p- &y —2)
= |y[" — [z =p- [€P " (yl — |z]) < p(y| - |z])-

Fir Z € Z(0,1) gilt

Sz(IfIP) = Sz(1f?) < p(Sz(If]) = Sz(f]))-

h—0 h—0

—0 — —0

d) fr9=5((f+9)?*—=(f—9)?) undc).

Bemerkung 6.21. Im Allgemeinen ist

[ s 2 ( A f(:v)dx> ( / bg(w)dx> |

Korrolar 6.22 (Definitheit des R.-Integrals). Sei f: I = [a,b] — R eine stetige Funktion
mit f(z) > 0, z € [a,b]. Dann gilt

b
/ fx)de=0 = f=0.

Beweis. durch Kontraposition. Sei f # 0, d.h. 3z € [a,b] mit f(zq) > O.fgigﬂla = [xg, o +€]
oder I. := [xg — &, 2¢], s.d. f(z) > >0Vzx € I..

Sei Z € Z(a,b) mit h klein genug, s.d. fiir ein k I}, C I.. Dann gilt

0 < o~ ax1) < inf f(x)(ax — ai1) < S,(f /f
z k

Definition 6.23. Sei ¢ < b Dann ist

/ba flx)dx .= — /ab f(x)dx
/ " f@)ds =

Satz 6.24 (1. Mittelwertsatz). Sei f: I = [a,b] — R stetig, g: I — R R.-integrierbar. ¢
habe in I keinen Vorzeichenwechsel. Dann 3¢ € [a, b] s.d. gilt

/a " Fa)ge)dz = 0 / " (@)
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Beweis. Sei g >0 (0.B.d.A.). f stetig = Im = minges f(x), M = max,cs f(x). Dann folgt

/ dm</f dng/abg(x)dx

Betrachte p(t) := (m(1 —t) + M - t) f;g(x)dx, t € [0,1]. Nach ZWS 30 € [0, 1], s.d.

b
o(0) =y = (m(1 - 6) + M -6) / o(x)de

0) <y < (1)

/ da:<y<M/
= / f(z)g(x)dx = /abg(x)dx.

Nach dem ZWS fir f 3¢ € [a,b)], s.d. f(§) = p € [m, M]. O

Korrolar 6.25. Sei f: I — R stetig.

1. 3¢ el sd [ f(z)de = f(€)b—a)
2. Sei f: [a,b] — R stetig mit m < f(z) < M.z € I. Sei g: I — R R.-integrierbar mit

g > 0. Dann gilt
b
/ dgc</ f(x deM/ g(z)dx
a

Bemerkung 6.26. Voraussetzungen sind unverzichtbar!

Stetigkeit: f(z) = {(1) (1) i . z ; unstetig.
)b —a) = 1) 2={g 0= #1—/f

-1 0 <1
Positivitat: f(z) =z, g(z) = { -7
x

[ oo = [ ortos [ate=—(1-0) 4 (3-1) -1

aber

2
E./o g(x)de =€¢-0=0 VEe€][0,2].
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6.3 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Satz 6.27 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Es sei a < b, f: [a,b] = R
stetig.

(a) Die Funktion Fy: [a,b] — R definiert durch Fy(x f f(t)dt ist stetig differenzierbar
auf [a, b] und
Fo(x) = f(z) = €lab] (+).

Jede Funktion F € C'([a,b], R) welche (x) erfiillt, heift Stammfunktion von f.

(b) Jede Stammfunktion F' von f hat die Form
F(z) = C+/ ft)dt = C + Fy(z).

(c) Ist F eine Stammfunktion von f, dann gilt

/ " F(t)dt = F(b) — F(a) dh. insh. / " (0)dt = F(b) - Fla) VF € CY(ja. bL.R).

Beweis. (a) Fiir h #0, z € [a, ]

" _ T z+h T z+h 1. stetig
Fo(z +h) — Fo( ):1</ f(t)dt—/ f(t)dt):}ll/ Ft)de VS 1f(§) hth”‘(x)

h h
s Fl(2) = lim REEN ZR@) oy
h—0 h
(b) Sei F' eine Stammfunktion von f, dann gilt (F — Fp) = f — f =0 "M&2T p_ g =
konstant = C — F = Fy + C fiir ein C' € R.
(¢) F(b) - F(a) Y Fy(b) — Fola) = [ F(1)
0

b b
Bemerkung 6.28. 1. F(b) — F(a) =: F(ac)‘ = f; F'(t)dt = F(x)

Man bezeichnet eine Stammfunktion auch als unbestimmtes Integral

x) = / f(x)dx
2. Integration und Differentiation sind inverse zu einander

| i = s

F(z) = F( )+/ F/(t)dt.

(math. nicht korrekte Bezeichnung)
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Korrolar 6.29 (2. Mittelwertsatz). Seien f: I — R monoton, g: I — R R.-integrierbar.
Dann ex. § € [a,b] s.d.

b I3 b
x)g(x)dz = f(a x)dx b x)dzx.
/qug() f()/ag() +f()/£g()

Beweis. 0.B.d.A: f monoton fallend.

Definiere ¢(t) f g(z)dz + f(b ft x)dx, a <t <b. Nach HDI ¢(t) stetig.

b monoton allen b
o(a) = £(b) / g(x)dz ’ flend / F(@)g(@)dz < f(a) / g(z)dz = o(b).

Nach ZWS 3¢ € [a,b] s.d. ¢(§) = f: f(x)g(z)dx. O
Bemerkung 6.30. Monotonie unverzichtbar. f(x) = 22, g(z) =1, I = [-1,1].

f(=1) /5 g(z)dz + f(l)/gl g(z)dx = /_11 lde=2 Véel

-1

! 31 1 1 2
2q :”i‘ — - () =222
/_15” TRl T3 5)=37

6.4 Integrationsformeln

Lemma 6.31 (Partielle Integration). f,g: [a,b] — R stetig differenzierbar. Dann gilt

| r@g@ds = i1@ - g@ [ - [ g @

Beweis. (f-g)(x)=f"-9+f ¢ =

b

b HDI
[ v rg@= [ @at o]

Beispiel 6.32.

b b
/ cos?(z) = / cos x - cos xdx
a a

b b
- / (—sinz) sin zdx
a

=cosx-sinx
a

b
= cosz - sinz| Big? + / (1 — cos?(x))dx
a

b b
+/ dr.

b
= 2/ cos?(z)dx = cosx - sinx
a
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Lemma 6.33. Seien [a,b], [, 8] C R, f: [a,b] — R stetig, ¢: [o, 5] — [a, ] stetig differen-
zierbar mit a = p(«a), b = ¢(F). Dann gilt

b b=p(8)
[ e wi= [ fws

=p(a)

Beweis. Sei F eine Stammfunktion von f. Dann F o ¢: [, 5] — R stetig differenzierbar und
(Fop) =(F'(e(t) ¢'(t) = fle) - ().

B B B ©(B)
/ F (o) (tydt = / (F o) (t)dt = (Fop)t)| = F(e(8) - Flp(a)) = / f(x)d.

« e(o)
O
Bemerkung 6.34. Formal: 2 = ¢(t)

dx
dt

o(8)=b b
/ f(@)de = / Fo(t) ().
p(a)=a a

= (t) = dx = ' (t)dt

Beispiel 6.35.

2 1 2 1 @(2):5
/ t-cos(t? +t)dt = 7/ cos(t? +t) - 2tdt = 7/ cos xd.
0 N—— 2 0 S—— 2 %)

. o) =1

6.5 Uneigentliche Integrale

Satz 6.36 (Uneigentliches R.-Integral Typ 1). Sei f: (a,b] — R auf (a,b] R.-integrierbar,
d.h. f R.-integrierbar auf V[a’, b] C (a,b], aber nicht auf [a, b].

Falls fiir alle Folgen a,, € (a,b] ex.

lim /b F2)da = /abf(x)dac.

an\a

Dann gilt: Dieser Limes ist von der Wahl der Folge a,, unabhingig und heifft das uneigent-
liche Integral von f iiber [a,b].

Beweis. Sei (al,)nen eine weitere Folge mit
b
lim / flx)dx = A'.
an @ a’
Konstruiere Folge {a1,a},az2,d),...} = (all)nen. Nach Voraussetzungen
b
3 lim / f(x)dz = A".
ap™N\a Jqr

Alle Teilfolgen konvergenter Folgen, konvergieren gegen denselben Limes wie die Gesamtfolge
= A" =A" O
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10 A

0.5 1 1.5 2

Lemma 6.37. Sei f: (a,b] — R auf (a,b] aber nicht auf [a, b] integrierbar.

Falls das uneigentliche Integral von |f| auf [a, b] ex., dann ex. das uneigentliche Integral von

f iber [a,b] und es gilt
b
|t

Beweis. Sei € > 0, < b — a. Betrachte

S [ @U@, [ @),
[ = o -

+e 2 +e 2

< / ' @)de.

Integrale sind gleichméfig beschréinkt.
P@ITI@) o g ug HEI= 1@

5 5 >0 V.
— L_E ...dx monoton wachsend fir ¢ — 0 und
b b _ b b
LR IR I g T G P TR T
a+e 2 a+e dx 2 a+e a

— Fire —0:

b
a-+t+e

b
Eléli_r)r(l) f(:v)dx::/a f(z)dx.

O

Bemerkung 6.38. 1. Umkehrung der Aussage (d.h. f uneigentlich integrierbar — |f]
uneigentlich integrierbar) ist i.A. nicht richtig.

,einfache” Konvergenz, d.h. 3lim._,q f:Jrs f(z)dz.

sabsolute” Konvergenz / absolut uneigentlich integrierbar, d.h. 3lim._,¢ ff+8 |f(x)|dx.

2. Sei fab f(z)dz bei b uneigentlich und bei a nicht uneigentlich, dann definiert man das unei-
gentliche Integral

b T
/f(:n)d:c ::lirnb f(®)dt oder
b—e
lim f(x)dx.

e—0 /.,
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falls der Limes existiert!

3. Sei fab f(x)dz bei a und b uneigentlich, dann

b b—e c
/a f(z)dx := ili% j f(z)dx + Ehi% /{H_E f(z)dz.

mit ¢ € (a,b), falls beide Grenzwerte existieren, ist der Wert unabhéngig von der Wahl von
c € (a,b).

4. Uneigentliches Integral existiert <= uneigentliches Integral konvergiert.

Lemma 6.39 (wie bei Reihen). Absolute Konvergenz —> Einfache Konvergenz

Beispiel 6.40.

b
/ doe_ _ In(b — a) — In(e) 20 0.
ate T—0Q

/b de 1 1 b1 1 1
are (@—a) 1= p(z—ap~are  T—p\(b—apt et/

= Integral ex. fiir 0 < g < 1, ex. nicht fiir p > 1.

Satz 6.41 (Uneigentliche R.-Integrale Typ 2). Sei f: [a,00] — R eine lokal integrierbare
Funktion, d.h. f ist auf [a, '] C [a,c0) integrierbar VI’

Falls fiir alle Folgen b,, € [a,+00) der Limes

lim /:n flz)da =: /aoof(x)dx.

by —00

existiert, dann ist dieser unabhéngig von der Wahl der Folge (b,,)nen und heift uneigentliches
Integral von f iiber [a,00).

Lemma 6.42. Sei f: [a,00) — R lokal integrierbar und es existiere [~ |f(z)|dz. Dann ex.

faoo f(z)dz und es gilt
/ij f(z)dx

FEnde. O

</ @)
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